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2RESUMO
Esta dissertac¸a˜o visa realizar um estudo acerca dos modelos de mundo brana no con-
texto proposto por Randall e Sundrum. O trabalho focaliza as perturbac¸o˜es de spin-0 no
espac¸o-tempo de Kerr tomado como um mundo brana 4−dimensional.
Para isso apresentamos os principais aspectos da Relatividade Geral de Einstein, bem
como perturbac¸o˜es em me´tricas que descrevem buracos negros. Fizemos uma revisa˜o dos
modelos de Randall-Sundrum, suas motivac¸o˜es e tentativas de descrever buracos negros na
brana. Por fim a perturbac¸a˜o escalar da corda negra em rotac¸a˜o (Kerr-Randall-Sundrum)
e o fenoˆmeno de super-radiac¸a˜o sa˜o analisados.
3ABSTRACT
This dissertation aims at studying the braneworld models in the context proposed by
Randall and Sundrum. The focus is on the spin-0 perturbations in the Kerr space-time
as a 4−dimensional braneworld.
The work deals the main aspects of Einstein General Relativity as well as perturbations
of black holes metrics. We also review the Randall-Sundrum models and their motivations
and attempts to describe braneworld black holes. In the end the Kerr-Randall-Sundrum
black string scalar perturbation and superradiance are obtained.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
A Teoria da Relatividade Geral de Einstein e´ a teoria f´ısica mais bem sucedida em explicar
a estrutura do nosso Universo em larga escala. Em s´ıntese, ela relaciona o conteu´do de
energia dos campos com a configurac¸a˜o da curvatura do espac¸o-tempo onde sa˜o definidos
esses campos. A equac¸a˜o que rege essa dinaˆmica e´ a equac¸a˜o de Einstein
Rµν − 1
2
Rgµν =
8πG
c4
Tµν , (1.1)
sendo o conteu´do de energia representado pelo no lado direito da equac¸a˜o e o espac¸o-tempo
correspondente no lado esquerdo. A descric¸a˜o do Universo em larga escala e´ apenas uma
das consequeˆncias dessas equac¸o˜es. Temos ainda, o desvio de raios de luz em regio˜es com
campo gravitacional, a previsa˜o da existeˆncia de ondas gravitacionais e de buracos negros.
Neste texto, abordaremos as ide´ias fundamentais da Relatividade Geral e as soluc¸o˜es tipo
buraco negro.
O tema central desta dissertac¸a˜o sa˜o os modelos de mundo brana propostos por Ran-
dall e Sundrum. Estes modelos sa˜o considerados como um teste para ide´ias fenomenolo´gicas
da teoria de supercordas, sobretudo a conjectura da teoria M, que considera as diversas
teorias de cordas como diferentes limites de uma u´nica teoria, batizada de teoria M. No
trabalhos de Randall e Sundrum [30] [31], o intuito foi de resolver o problema da hierar-
quia entre a escala eletrofraca e a gravitacional. Para isso, consideraram o nosso Universo
como uma hipersuperf´ıcie 4−dimensional, chamada de 3−brana, mergulhada num espac¸o-
10
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tempo Anti-De Sitter 5−dimensional (AdS5), chamado de bulk. A me´trica considerada
e´ na˜o fatora´vel e depende da coordenada da dimensa˜o extra y por uma func¸a˜o que varia
rapidamente. Tal me´trica e´ dada por
ds2 = e±2κ|y|ηµνdxµdxν + dy2, (1.2)
sendo ηµν e´ a me´trica de Minkowski.
A escala κ = 1/l, onde l e´ a escala de curvatura do bulk, e´ determinada pela constante
cosmolo´gica 5−dimensional e pela massa de Planck 5−dimensional M5,
κ =
√
−Λ5
6
, (1.3)
onde observamos que, necessariamente para este cena´rio, a constante cosmolo´gica 5−dimensional
deve ser negativa.
Outro ponto desta dissertac¸a˜o, apresentado no u´ltimo cap´ıtulo, e´ a ana´lise das pertur-
bac¸o˜es de campos na˜o massivos de spin zero na me´trica (1.2), com ηµν substituida pela
me´trica de Kerr. Este sistema descreve uma corda negra 5−dimensional que intercepta a
3−brana no espac¸o-tempo de Kerr 4−dimensional. Mostraremos que estas perturbac¸o˜es
tornam este cena´rio insta´vel.
Cap´ıtulo 2
Relatividade Geral e Buracos Negros
Neste cap´ıtulo apresentaremos um resumo dos principais pontos da teoria f´ısica que melhor
descreve a gravidade, que e´ a Relatividade Geral de Einstein. Pretendemos estudar as
principais caracter´ısticas dessa teoria, bem como as principais soluc¸o˜es tipo buraco negro
previstas.
2.1 O papel da gravidade
Ate´ o presente momento, podemos descrever todos os sistemas f´ısicos atrave´s de qua-
tro interac¸o˜es fundamentais. Sa˜o elas, em ordem de magnitude, a forc¸a nuclear forte,
a forc¸a nuclear fraca, a forc¸a eletromagne´tica e a gravidade. A unificac¸a˜o da interac¸a˜o
eletromagne´tica e da forc¸a nuclear fraca foi operada pela teoria de Salam-Weinberg. A
unificac¸a˜o das interac¸o˜es restantes, num cena´rio coerente, talvez posssa ser realizada pela
teoria de supercordas, num futuro na˜o muito distante. Quanto a` magnitude das interac¸o˜es,
a forc¸a gravitacional e´ de longe a mais fraca, tanto que a raza˜o entre a interac¸a˜o gravita-
cional e a forc¸a ele´trica entre dois ele´trons e´ da ordem de 10−40. Apesar disso, tal interac¸a˜o
e´ dominante sobre as outras no regime de larga escala espacial e e´ a forc¸a que afeta todas
as part´ıculas da mesma forma. Esta universalidade da interac¸a˜o gravitacional foi pela
primeira vez estudada por Galileo, que descobriu que quaisquer dois corpos em queda
12
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livre teˆm a mesma velocidade. Esta descoberta levou Einstein a formular o princ´ıpio
da equivaleˆncia, que e´ a base da Relatividade Geral. Existem duas formulac¸o˜es de tal
princ´ıpio, a forma fraca apenas identifica a massa inercial com a massa gravitacional para
part´ıculas teste. Este princ´ıpio e´ verificado experimentalmente com grande precisa˜o. A
versa˜o mais restritiva deste princ´ıpio, segundo Weinberg [1], diz que em qualquer ponto
do espac¸o-tempo em um campo gravitacional arbitra´rio, e´ poss´ıvel escolher localmente
um sistema de coordenadas que pode ser chamado de inercial, tal que se considerarmos
uma regia˜o suficientemente pequena em torno dos pontos em questa˜o, as leis da natureza
tera˜o a mesma forma que as observadas em um sistema de coordenadas cartesiano em
repouso na auseˆncia de gravitac¸a˜o.
Tambe´m e´ experimentalmente verificado que raios de luz sa˜o defletidos por campos
gravitacionais, sendo que nenhum sinal pode viajar com velocidade maior que a veloci-
dade de luz no va´cuo, enta˜o a gravidade determina a estrutura causal do espac¸o-tempo.
A interac¸a˜o gravitacional determina que eventos do espac¸o-tempo podem ser causalmente
relacionados. Estas propriedades da gravidade criam situac¸o˜es de grande interesse, como
quando houver uma grande quantidade de mate´ria numa pequena regia˜o. O primeiro
estudo acerca de tal situac¸a˜o, no contexto da gravitac¸a˜o newtoniana, foi realizado por
Laplace, cujo trabalho traduzido se encontra na refereˆncia [2]. Neste trabalho Laplace
mostra que para um corpo com um raio 250 vezes maior que o do Sol com a mesma
densidade, o campo gravitacional produzido seria ta˜o forte que a velocidade de escape
na superf´ıcie desse corpo seria maior que a velocidade da luz. Portanto esta ficaria apri-
sionada na superf´ıcie do corpo. Tal sistema foi batizado de buraco negro por John A.
Wheleer na de´cada de 1960, mas no contexto da Relatividade Geral. Discutiremos os
buracos negros na pro´xima sec¸a˜o.
E´ importante, antes de prosseguirmos, definirmos alguns conceitos da geometria dife-
rencial, que sera˜o de grande valia na formulac¸a˜o das quantidades f´ısicas segundo a visa˜o da
Relatividade Geral, ja´ que esta abdica do conceito de forc¸a gravitacional, substitu´ındo-a
por uma configurac¸a˜o da curvatura do espac¸o-tempo. Seguiremos basicamente os textos
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cla´ssicos sobre este tema [2] [3] [4].
2.2 Variedade Espac¸o-Temporal e Equac¸o˜es de Eins-
tein
Uma variedade M corresponde a` ide´ia intuitiva que temos da continuidade do espac¸o-
tempo. Esta continuidade e´ bem estabelecida, segundo experimentos de espalhamento de
p´ıons, ate´ distaˆncias da ordem de 10−15cm. Apenas a noc¸a˜o de variedade na˜o e´ suficiente
para descrever o conjunto de todos os eventos que forma o espac¸o-tempo, ela sera´ um
dos ingredientes fundamentais do modelo. A outra quantidade fundamental e´ o objeto
matema´tico que usamos para medir distaˆncias entre pontos de M, o tensor de ordem 2
na˜o degenerado sime´trico chamado de tensor me´trico g. Enta˜o ao par (M, g) chamamos
de espac¸o-tempo.
Formalmente, uma variedade e´ um espac¸o que possui a propriedade de na˜o distinguir
sistemas de coordenadas, permitir a definic¸a˜o da diferenciac¸a˜o e localmente ser similar
ao espac¸o euclidiano. Esta variedade deve ser do tipo Haussdorff, isto e´, satisfazer o
axioma da separac¸a˜o de Hausdorff: se p, q sa˜o dois pontos distintos quaisquer em M,
enta˜o existem dois abertos disjuntos U e V em M, tal que p ∈ U , q ∈ V. Ale´m disso,
M deve ser orienta´vel, o que significa que existe apenas um paraˆmetro de tempo. Deve
ser paracompacta, o que implica que a intersecc¸a˜o de dois abertos da variedade tenha
tamanho finito.
Dadas estas caracter´ısticas, podemos construir de maneira natural campos de func¸o˜es,
campos vetoriais e campos tensoriais. Uma func¸a˜o f emM e´ definida como um mapa de
M para a reta real R. Campos tensoriais sa˜o equivalentes a um tensor definido em cada
ponto da variedade. Uma forma de obter estas quantidades e´ partir do conceito de vetor
em cada ponto de M.
Dado o paraˆmetro t, podemos definir uma curva diferencia´vel λ(t) como um mapa
de um intervalo pertencente a reta real R em M. Identificamos o mapa que leva uma
CAPI´TULO 2. RELATIVIDADE GERAL E BURACOS NEGROS 15
func¸a˜o f da curva λ(t0) no nu´mero (∂f/∂t)λ |t0 ao objeto chamado vetor contravariante.
De forma explicita, (
∂f
∂t
)
λ(t)
= lim
ǫ→0
1
s
[f(λ(t+ s))− f(λ(t))] , (2.1)
e´ a derivada direcional. Esta expressa˜o representa a derivada da func¸a˜o f na direc¸a˜o
da curva λ(t) em relac¸a˜o ao paraˆmetro t. Podemos mostrar que o conjunto dos vetores
contravariantes formam um espac¸o vetorial no ponto p deM chamado de espac¸o tangente,
denotado por Tp. Para realizar isto, consideremos um sistema de coordenadas locais no
aberto que define a vizinhanc¸a do ponto p deM, dado pelo conjunto (x1, · · · , xn), enta˜o(
∂f
∂t
)
λ(t)
=
d
dt
xi(λ(t))|t0
∂f
∂xi
|λ(t0) =
dxi
dt
∂f
∂xi
.
Podemos tomar como base para escrever qualquer vetor deste espac¸o tangente as derivadas
em relac¸a˜o as coordenadas locais no ponto p. Enta˜o Tp representa um espac¸o vetorial
n−dimensional. Um vetor V ∈ Tp pode ser tomado como uma flecha apontando na
direc¸a˜o da curva λ(t).
Usando o espac¸o tangente Tp podemos construir o espac¸o cotangente ou dual T
∗
p onde
podemos definir os vetores covariantes. Tais vetores sa˜o func¸o˜es lineares reais dos vetores
de Tp, chamadas de 1-formas, denotadas por w. Se X e´ um vetor em p, o nu´mero em que
w mapeia X e´ escrito como < w,X >, cuja linearidade de w implica em, sendo α e β
nu´meros reais,
< w, αX+ βY >= α < w,X > +β < w,Y > . (2.2)
Dada uma base ei em p, podemos definir um conjunto de n 1-formas e
i, desde que
ei mapeie qualquer vetor X no nu´mero X i, que e´ a i−e´sima componente do vetor X em
relac¸a˜o a base ei. Se escolhermos enta˜o
< ei, ej >= δ
i
j , (2.3)
e se definirmos a combinac¸a˜o linear de 1-formas pela regra
< αω + βη,X >= α < ω,X > +β < η,X > , (2.4)
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teremos o conjunto ei como a base das 1-formas, isto e´, qualquer 1-forma ω em p pode
ser expressa como
ω =< ω, ei > e
i .
Do conjunto de todas as 1-formas definidas no ponto p de M, formamos o espac¸o
vetorial n−dimesional chamado de espac¸o cotangente T ∗p ou tambe´m chamado de espac¸o
dual a Tp. A base ea das 1-formas e´ a base dual a base e
b dos vetores contravariantes.
Usando estas construc¸o˜es podemos definir o diferencial df de uma func¸a˜o f como 1−forma,
que para qualquer vetor X, obedece a` relac¸a˜o
< df,X >= Xf .
Se usarmos um sistema de coordenadas locais (x1, · · · , xn) da mesma forma que o fizemos
definindo derivada direcional, o conjunto de diferenciais (dx1, · · · .dxn) no ponto p forma
uma base de 1−formas, dual a base (∂/∂x1, · · · , ∂/∂xn) dos vetores em p, sendo
< dxi, ∂/∂xj >=
∂xi
∂xj
= δij ,
como relac¸a˜o direta, obtemos a diferencial df , em termos da base, como
df =
∂f
∂xi
dxi .
Partindo do espac¸o vetorial Tp dos vetores contravariantes em p e do seu espac¸o dual
definido pelo espac¸o T ∗p das 1−formas ou vetores covariantes tambe´m em p, podemos
formar o produto cartesiano Πsr de r espac¸os T
∗
p com s espac¸os tangentes Tp como
Πsr = T
∗
p × T ∗p × · · · × T ∗p︸ ︷︷ ︸
r termos
×Tp × Tp × · · · × Tp︸ ︷︷ ︸
s termos
. (2.5)
O produto cartesiano pode ser colocado como um conjunto ordenado de vetores con-
travariantes e covariantes (η1,η2, · · · ,ηr,Y1, · · · ,Ys).
Definimos como tensor do tipo (r, s) em um ponto p de M, a func¸a˜o de Πrs que e´
linear em cada um dos seus argumentos. O nu´mero que o tensor T do tipo (r, s) mapeia
o elemento (η1,η2, · · · ,ηr,Y1, · · · ,Ys) de Πrs e´ T (η1,η2, · · · ,ηr,Y1, · · · ,Ys) .
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Da lienaridade de T, para todo α, β ∈ R1 e todo X, Y ∈ Tp, temos
T
(
η
1, · · · ,ηr, αX+ βY,Y2, · · · ,Ys
)
= α.T
(
η
1, · · · ,ηr,X,Y2 · · · ,Ys
)
+ β.T
(
η
1, · · · ,ηr,Y,Y2, · · · ,Ys
)
.
A operac¸a˜o chamada de produto tensorial ⊗ definida como
T rs (p) = Tp ⊗ · · · ⊗ Tp︸ ︷︷ ︸
r termos
⊗T ∗p ⊗ · · · ⊗ T ∗p︸ ︷︷ ︸
s termos
,
forma uma a´lgebra cujos elementos sa˜o todos espac¸os tensoriais definidos em um ponto
p ∈M.
Outras operac¸o˜es alge´bricas podem ser constru´ıdas de forma natural, tal como a adic¸a˜o
de tensores (T+T′)
(T+T′)
(
η
1, · · · ,ηr,Y1, · · · ,Ys
)
= T
(
η
1, · · · ,ηr,Y1, · · · ,Ys
)
+ T
′ (
η
1, · · · ,ηr,Y1, · · · ,Ys
)
, (2.6)
a multiplicac¸a˜o de tensores por um escalar α ∈ R1
(αT )
(
η
1, · · · ,ηr,Y1, · · · ,Ys
)
. (2.7)
Com as operac¸o˜es (2.6) e (2.7), o produto tensorial T rs (p) forma um espac¸o vetorial de
dimensa˜o nr+s sobre a reta real R1.
Se {ea}, {ea} sa˜o bases de Tp e T ∗p , respectivamente, enta˜o os produtos{
ea1 ⊗ · · · ⊗ ear ⊗ eb1 ⊗ · · · ⊗ ebs
}
,
formam uma base para o espac¸o do produto tensorial T rs (p). Enta˜o qualquer tensor
T ∈ T rs (p) pode ser expresso em termos dessa base como
T = T a1···arb1···bs ea1 ⊗ · · · ⊗ ear ⊗ eb1 ⊗ · · · ⊗ ebs ,
onde {T a1···arb1···bs } sa˜o as componentes de T com respeito as bases {ea}, {ea}.
Outra importante operac¸a˜o alge´brica usando tensores, e´ a contrac¸a˜o de ı´ndices. Esta
operac¸a˜o e´ independente da base usada. Dado um tensorT do tipo (r, s) com componentes
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{T ab···def ···g}, a contac¸a˜o no primeiro ı´ndice contravariante e no primeiro ı´ndice covariante e´
definida como o tensor B11(T) do tipo (r − 1, s − 1), cujas componentes com relac¸a˜o as
bases {ea}, {ea}, sa˜o T ab···daf ···g , enta˜o
B11(T) = T
ab···d
af ···geb ⊗ · · · ⊗ ed ⊗ ef ⊗ · · · ⊗ eg .
Denotamos a parte sime´trica das componentes do tensor T por
T (ab) =
1
2!
{
T ab + T ba
}
,
e a parte anti-sime´trica
T [ab] =
1
2!
{
T ab − T ba} . (2.8)
Um subconjuntto do espac¸o tensorial, e´ aquele formado pelos tensores do tipo (0, q),
totalmente antisime´tricos nas posic¸o˜es do ı´ndice q (com q ≤ n). Estes tensores sa˜o
chamados de q−formas. SeA eB sa˜o p− e q−formas respectivamente, podemos construir,
a partir destes, a (p + q)−forma A ∧ B, onde ∧ representa a contraparte anti-sime´trica
do produto tensorial ⊗. O tensor A∧B e´ do tipo (0, p+ q) com componentes dadas por
(A ∧B)a···bc···f = A[a···bBc···f ] .
Esta expressa˜o implica que
(A ∧B) = (−1)pqA[a···bBc···f ] . (2.9)
O conjunto de todas p− e q−formas munidas da operac¸a˜o (2.9) constituem uma a´lgebra
de Grassmann para as formas.
Ate´ aqui definimos as mais importantes operac¸o˜es alge´bricas dos espac¸os tensoriais.
Para que possamos usar tais objetos para construir quantidades dinaˆmicas precisamos
estudar operadores diferenciais na variedade. Neste trabalho na˜o pretendemos esgotar
este assunto, para mais detalhes ver [5]. Estudaremos, treˆs operadores de particular
interesse, dois deles, a derivada exterior e a derivada de Lie, so´ necessitam para serem
definidos da pro´pria variedadeM. O terceiro operador, a derivada covariante, precisa de
uma estrutura adicional que e´ a conexa˜o ∇ de M.
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O operador d que determina a operac¸a˜o chamada de derivada exterior, mapeia as
r−formas de maneira linear em (r + 1)− formas. Se operarmos com d na r−forma
A = Aab···ddxa ∧ dxb ∧ · · · ∧ dxd,
obtemos
dA = dAab···d ∧ dxa ∧ dxb ∧ · · · ∧ dxd,
que e´ uma (r + 1)−forma independente do sistema de coordenadas {xa} usado. Da
definic¸a˜o do produto ∧, temos que
d (dA) = 0, (2.10)
para toda r−forma A.
O segundo tipo de diferenciac¸a˜o que e´ definido naturalmente da estrutura da variedade
e´ a derivada de Lie. Antes de passar a esta operac¸a˜o, devemos definir o pareˆnteses de Lie.
Dados dois vetores, X e Y, seu pareˆnteses de Lie, [X,Y], e´ definido pela ac¸a˜o deste
numa 0−forma da seguinte maneira
[X,Y]f = (XY −YX) f = X (Yf)−Y (Xf) .
Sendo f e g 0−formas, α e β nu´meros reais, o pareˆnteses de Lie de dois vetores do espac¸o
tangente aplicado numa combinac¸a˜o das 0−formas, tem como resultado tambe´m vetores
deste espac¸o, isto e´,
[X,Y](αf + βg) = α[X,Y]f + β[X,Y]g, (2.11)
[X,Y](fg) = g[X,Y]f + f [X,Y]g (2.12)
A relac¸ao (2.11) estabelece o pareˆnteses de Lie como um operador linear, e a relac¸a˜o
(2.12) como uma operac¸a˜o de diferenciac¸a˜o. Podemos expressar esta operac¸a˜o em forma
de componentes, ja´ que o pareˆnteses de Lie de vetores no espac¸o tangente tambe´m e´ um
vetor no espac¸o tangente. Aplicando no sistema de coordenadas local {xa}, obtemos
[X,Y]xa = XbY a,b − Y bXa,b.
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Consideremos o pareˆnteses de Lie [X,Y] como uma operac¸a˜o de diferenciac¸a˜o, chamada
de derivada de Lie do vetor Y na direc¸a˜o de X, denotada por
LXY = [X,Y] = −[Y,X] = −LYX. (2.13)
A derivada de Lie LXT de um tensor T do tipo (r, s) em relac¸a˜o a X e´ um tensor
tambe´m do tipo (r, s). Esta diferenciac¸a˜o, ale´m de preservar o tipo dos tensores, tambe´m
preserva a contrac¸a˜o e obedece a` regra de Leibniz do ca´lculo
LX (S⊗T) = LX(S)⊗T+ S⊗ LXT (2.14)
As componentes da derivada de Lie das 1−formas ω pode ser obtida contraindo a relac¸a˜o
(2.14), obtendo
LX < ω,Y >=< LXω,Y > + < ω,LXY > . (2.15)
Escolhendo Y com a base vetorial ea = ∂/∂x
a, temos em forma de componentes,
(LXω)a =
(
∂ωa
∂xb
Xb
)
+ ωb
(
∂Xb
∂xj
)
,
ja´ que
(LX∂/∂x
a)b = −∂X
b
∂xa
.
Seguindo a mesma receita, podemos obter as componentes da derivada de Lie de qualquer
tensor T do tipo (r, s) usando a regra de Leibniz em
LX
(
T⊗ ea ⊗ · · · ⊗ ed ⊗ ee ⊗ · · · ⊗ eg
)
,
e enta˜o contraindo em todas posic¸o˜es, encontramos
(LXT)
ab···d
ef ···g =
(
∂
∂xi
T ab···def ···g
)
X i − T ib···def ···g ∂X
a
∂xi
− · · ·
+ T ab···dif ···g
∂X i
∂xe
+ · · · . (2.16)
A derivada de Lie comuta com o operador d da derivada exterior, isto e´
d (LXω) = LX (dω) .
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Podemos interpretar a derivada de Lie LXT|p de um tensor T do tipo (r, s) no ponto
p de M na˜o apenas como a derivada de T na direc¸a˜o do campo vetorial X no ponto p,
mas tambe´m como a derivada direcional ao longo da vizinhanc¸a do ponto p.
Os dois operadores diferenciais que definimos pela estrutura da variedade, a derivada
exterior e a derivada de Lie, sa˜o limitados para servirem de generalizac¸a˜o para o conceito
de derivada parcial. O operador d age apenas sobre formas, enquanto que derivadas
parciais ordina´rias sa˜o derivadas direcionais que dependem apenas da direc¸a˜o no ponto
em questa˜o, diferentemente da derivada de Lie , que tambe´m depende da vizinhanc¸a do
ponto considerado.
A generalizac¸a˜o da derivada parcial ordina´ria e´ obtida pela adic¸a˜o de uma nova estru-
tura em M, chamada de conexa˜o e denotada por ∇. Esta estrutura nos permite definir
a operac¸a˜o de derivac¸a˜o covariante.
A conexa˜o ∇ no ponto p de M e´ uma receita que associa cada vetor X em p a um
operador diferencial ∇X. Este operador mapeia todo vetor Y no tensor ∇XY, isto e´, para
quaisquer func¸o˜es f , g e vetores X, Y, Z temos
∇fX+gYZ = f∇XZ+ g∇YZ . (2.17)
apresenta a propriedade de linearidade
∇X (αY + βZ) = α∇XY + β∇XZ ,
e
∇X (fY) = X(f)Y + f∇XY .
Destas propriedades definimos ∇Y como a derivada covariante de Y, como um tensor do
tipo (1, 1), que quando contra´ıdo com X produz o vetor ∇XY. De (2.17) temos
∇ (fY) = df ⊗Y + f∇Y. (2.18)
As componentes de ∇XY sa˜o obtidas se escolhemos como base as bases duais ea e ea,
logo
∇XY = ∇X (Y aea) = (XY a) ea + Y a∇Xea , (2.19)
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Se escolhermos a base ea como um tensor do tipo (1, 0), a expressa˜o acima pode ser
escrita na forma
∇Xea = ωba (X) eb , (2.20)
sendo ωba 1−formas. Com isso (2.19) fica como
∇XY = (XY a) ea + Y aωba(X)eb , (2.21)
ou
∇XY = (XY a) ea + Y aXc∇ekea
= (XY a) ea + Y
aXcωbaceb , (2.22)
sendo ωbaec = ω
b
ac os coeficientes de e
c quando expandimos a 1−forma ωcb na base {ec}.
Enta˜o temos que a conexa˜o ∇ no ponto p deM e´ determinada por estes coeficientes ωcab.
Reescrevendo (2.21) como
∇XY = [XY a + ωac (X)Y c] ea ,
concluimos que
(∇XY)a = XY a + ωac (X)Y c .
Tomando novamente a base local (∂/∂xc), denotando ωcab por Γ
c
ab e o sinal de ponto-e-
v´ırgula como a operac¸a˜o de derivada covariante, temos a forma padra˜o desta operac¸a˜o
Y a;c = Y
a
,c + Y
bΓabc . (2.23)
Generalizando para qualquer tensor X do tipo (r, s), temos
Xab···def ···g;h = Xab···def ···g,h + ΓahjXjb···def ···g + · · ·
− ΓjheXab···jf ···g − · · · . (2.24)
Dada a conexa˜o ∇, para quaisquer vetores X, Y, podemos definir um tensor T do
tipo (1, 2)
T(X,Y) = ∇XY −∇YX− [X,Y] ,
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chamado de torc¸a˜o, cuja expressa˜o na base coordenada e´
T ijk = Γ
i
jk − Γikj .
Em nosso estudo apenas usaremos conexo˜es livres de torc¸a˜o, isto e´, T = 0, o que
implica na simetria das componentes da conexa˜o em relac¸a˜o aos ı´ndices covariantes, Γijk =
Γikj. Uma conexa˜o e´ livre de torc¸a˜o se e apenas se f;ij = f;ji para todas func¸o˜es f .
Neste cena´rio de torc¸a˜o zero, podemos relacionar a derivada covariante com a derivada-
da de Lie e como a derivada exterior de um tensor T do tipo (r, s). Estas relac¸o˜es, com
respeito a base coordenada sa˜o, respectivamente
(LXT)
ab···d
ef ···g = T ab···def ···g;hXh − T jb···def ···gXa;j
− · · ·+ TAB···dif ···gXj ;e + · · · , (2.25)
(dA)a···cd = (−1)pA[a···c;d] . (2.26)
Uma aplicac¸a˜o da derivada covariante e´ a obtenc¸a˜o das expresso˜es para o transporte
paralelo de um tensor X e da equac¸a˜o para as curvas geode´sicas, que sa˜o as equac¸o˜es de
movimento de uma part´ıcula em queda livre no espac¸o-tempo determinado pela variedade
M.
Seja o tensor X definido ao longo da curva λ(t) de M, enta˜o podemos definir a
derivada covariante de X ao longo desta curva λ(t), como ∇∂/∂tX¯ , sendo X¯ a extensa˜o
de X nos abertos dos pontos que formam a curva λ(t), isto e´ na vizinhanc¸a de λ(t). Um
caso particular ocorre quando consideramos tal derivada covariante independente desta
extensa˜o X¯ , denotamos esta operac¸a˜o por DXa/∂t, que e´ um tensor definido em toda
curva λ(t). Em termos das componentes, se Y e´ um vetor definido em Tp ao longo de
λ(t), temos
DXa/∂t =
∂Xa
∂t
+ ΓabcX
cdx
b
dt
.
Escolhendo como coordenadas para λ(t) o conjunto {xa(t)} e X = dxa/dt temos
DXa/∂t =
∂Xa
∂t
+ Γabc
dxb
dt
dxc
dt
. (2.27)
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Diz-se que um tensor X foi transportado paralelamente ao longo de λ(t) se
DX/∂t = 0 .
Se a curva λ(t) comec¸a no ponto p e termina no ponto q, e se a conexa˜o ∇ e´ pelo menos
diferencia´vel uma vez, enta˜o pela teoria das equac¸o˜es diferenciais deve-se obter um u´nico
tensor no ponto q atrave´s do transporte paralelo de qualquer dado tensor em p ao longo
da curva λ(t). O transporte paralelo e´ um mapa linear que leva os elementos de T rs (p) em
T rs (q) preservando o produto tensorial e a operac¸a˜o de contrac¸a˜o.
Uma curva λ de M e´ uma curva geode´sica, se o resultado do transporte paralelo de
um vetor tangente a ela for um mu´ltiplo deste mesmo vetor. Sendo dxj(λ(t))/dt um vetor
tangente a λ(t), enta˜o seu transporte paralelo, segundo a condic¸a˜o geode´sica, fica
d2xj
dt2
+ Γjlk
dxl
dt
dxk
dt
= φ(t)
dxj
dt
, (2.28)
sendo φ(t) uma func¸a˜o bem definida de t. Em vez de t, se usarmos o paraˆmetro
s =
∫ t
dt′′ exp
[∫ t′′
dt′φ(t′)
]
,
a equac¸a˜o (2.28) fica
d2xj
ds2
+ Γj lk
dxl
ds
dxk
ds
= 0 , (2.29)
sendo s chamado de paraˆmetro afim. A u´nica liberdade na escolha de s e´ sua origem e
sua escala.
Ao tensor que mede a na˜o comutatividade dos operadores da segunda derivada covari-
ante (aplicac¸a˜o da derivada covariante duas vezes), chamamos de tensor de Riemann ou
tensor de curvatura. Se consideramos um dado ponto p da curva fechada γ como o ponto
inicial do transporte paralelo do vetor Xp, enta˜o o resultado disto sera´ o vetor X
′
p, que
em geral e´ diferente de Xp, ale´m disso, se considerarmos outra curva fechada γ
′ passando
por p e realizarmos a mesma operac¸a˜o, o vetor obtido X′′p sera´ diferente de Xp e X′p.
Esta na˜o integrabilidade do transporte paralelo e´ a manifestac¸a˜o da na˜o comutatividade
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da segunda derivada covariante. Dada um a conexa˜o ∇, os vetores X, Y,Z, definimos o
tensor de Riemann como
R(X,Y)Z = ∇X (∇YZ)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y]Z . (2.30)
O tensor R(X,Y)Z e´ linear em relac¸a˜o a X, Y,Z, ou seja, depende apenas do valor
destes vetores no ponto p formando um tensor do tipo (3, 1). Reescrevendo (2.30) em
componentes, obtemos
RabcdX
cY dZb =
(
Za;dY
d
)
;c
Xc − (Za;dXd);c Y c
− Za;d
(
Y a;dX
c −Xd;cY c
)
= (Za;dc − Za;cd)XcY d . (2.31)
Ja´ queX eY sa˜o vetores arbitra´rios, podemos expressar a na˜o comutatividade da segunda
derivada covariante como
RabcdZ
b = Za;dc − Za;cd .
Com relac¸a˜o a`s bases duais {ea}, {ea}, as componentes do tensor de Riemann sa˜o
Rabcd =< e
a,R(ec, ed)eb > .
Escolhendo as bases como bases coordenadas, obtemos a expressa˜o para o tensor de Rie-
mann em termos das componentes coordenadas da conexa˜o ∇
Rabcd =
∂Γadb
∂xc
− ∂Γ
a
cb
∂xd
+ ΓacfΓ
f
db − ΓadfΓf cb . (2.32)
Destas expresso˜es seguem as propriedades de simetria do tensor de Riemann
Rab(cd) = 0,
Ra[bcd] = 0 .
Ale´m disto, a derivada covariante primeira satisfaz as chamadas identidades de Bianchi,
Rab[cd;e] = 0 .
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O tensor de Ricci e o escalar de curvatura sa˜o obtidos por contrac¸o˜es do tensor de
Riemann. Esses sa˜o dados, respectivamente, por
Rab = g
cdRacbd ,
R = gabRab .
O transporte paralelo de um vetor em uma curva fechada arbitra´ria e´ localmente
integra´vel apenas se Rabcd = 0 para todos os pontos da variedadeM. Neste caso, dizemos
que a conexa˜o e´ plana.
Para constru´ırmos consistentemente o espac¸o-tempo lorentziano, que e´ o objeto de es-
tudo da Relatividade Geral, precisamos de mais um objeto geome´trico, o tensor sime´trico
na˜o singular do tipo (0, 2) chamado de tensor me´trico ou simplesmente me´trica e denotado
por g. As componentes gab da me´trica g sa˜o dados simplesmente pelo produto escalar dos
elementos da base vetorial {ea}. Se usarmos a base coordenada {∂/∂xa} teremos
g = gabdx
a ⊗ dxb . (2.33)
Os comprimentos definidos pela me´trica esta˜o em Tp e esta˜o relacionados com os
comprimentos obtidos pela estrutura de M. Considerando dois pontos p e q da curva
γ(t) na qual o vetor tangente ∂/∂t e´ tal que g(∂/∂t, ∂/∂t) tem o mesmo sinal em todos os
pontos de γ(t), o comprimento do caminho entre esses dois pontos e´ dado pela quantidade
L =
∫ p
q
√
(|g(∂/∂t, ∂/∂t)|)dt . (2.34)
Como e´ usual, podemos expressar (2.33) e (2.34) como um deslocamento infinitesimal
ds2 = gijdx
idxj ,
obtido pela mudanc¸a infinitesimal xi → xi + dxi. Se para todo vetor X,Y ∈ Tp tivermos
g(X,Y) = 0 em p, enta˜o a me´trica e´ dita na˜o degenerada em p. Em termos das com-
ponentes de g, isto quer dizer que a matriz (gab) e´ na˜o singular. Trataremos sempre de
me´tricas que na˜o sa˜o degeneradas, isto e´, definiremos de maneira u´nica o tensor sime´trico
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do tipo (2, 0) cujas componentes gab em relac¸a˜o as bases duais {ea} e {ea} sa˜o dadas pela
relac¸a˜o
gabgbc = δ
a
c , (2.35)
ou seja, a matriz (gab) e´ a matriz inversa de (gab). Se adimitirmos sempre isso, g
ab e
gab definem um isomorfismo entre qualquer tensor covariante e qualquer tensor contrava-
riante, de maneira mais simples, gab e gab sa˜o usadas para levantar e abaixar ı´ndices das
quantidades geome´tricas definidas na mesma base. Se Tab sa˜o as componentes do tensor
T do tipo (0, 2), enta˜o podemos associar a elas unicamente as componentes tensorias
T ab = g
acTcb, T
b
a = g
bcTac, T
ab = gacgbdTcd .
O nu´mero de autovalores positivos da matriz (gab) e´ chamado de assinatura da me´trica.
Apenas se a me´trica g for na˜o degenerada e cont´ınua, o que tomaremos como verdade, a
assinatura sera´ constante em toda variedade M. Por uma certa escolha da base vetorial
{ea}, as componentes da me´trica em qualquer ponto p podem ser colocadas na forma
gab = diag(+1,+1, · · · ,+1︸ ︷︷ ︸
1
2
(n+s)termos
,−1,−1, · · · ,−1︸ ︷︷ ︸
1
2
(n−s)termos
) ,
na qual a assinatura de g e o nu´mero de dimenso˜es de M sa˜o dados por s e n respecti-
vamente.
Uma me´trica e´ chamada de positiva definida se o nu´mero de dimenso˜es da variedade
for igual a` assinatura de g, ou seja,
gab = diag(+1, · · · ,+1︸ ︷︷ ︸
n termos
) .
A me´trica positiva definida e´ propriamente o objeto que da´ a disposic¸a˜o dos eventos no
espac¸o, no sentido topolo´gico da expressa˜o.
A me´trica cuja assinatura e´ (n−2) e´ chamada de me´trica lorentziana, cuja forma, por
uma certa escolha da base vetorial, e´
gab = diag(+1, · · · ,+1︸ ︷︷ ︸
(n−1)termos
,−1) .
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Se tomarmos um espac¸o-tempo dado por (M, g), sendo g e´ uma me´trica lorentziana,
enta˜o vetores em p podem ser classificados como tipo tempo, tipo luz, ou do tipo espac¸o,
se g(X,X) e´ negativo, nulo ou positivo, respectivamente. Os vetores tipo luz formam um
cone duplo em Tp que separa os vetores do tipo espac¸o dos do tipo tempo.
Introduzimos separadamente em M o tensor me´trico e a conexa˜o. Apesar disso, e´
poss´ıvel obtermos a conexa˜o a partir de uma dada me´trica, ja´ que existe uma u´nica
conexa˜o livre de torc¸a˜o emM dada pela condic¸a˜o de que a derivada covariante da me´trica
seja zero. Aplicando isto, obtemos as relac¸o˜es de Christtofel, que associam as componentes
coordenadas de ∇ com as de g, ou seja,
Γabc =
1
2
gda [gcd,b + gbd,c − gcb,d] .
Usando as propriedades de simetria do tensor de Riemann, e se o nu´mero de dimenso˜es
for n = 3, o tensor de Ricci determina completamente a curvatura de M, mas se n > 3
aparecem outros termos de curvatura, aos quais o tensor de Ricci na˜o descreve. Usamos
o tensor de Weyl Cabcd para descrever estes termos adicionais. As componentes do tensor
de Weyl, sa˜o relacionadas com o tensor de Riemann, o tensor de Ricci e o escalar de
curvatura por
Cabcd = Rabcd +
2
n− 2
[
ga[dRc]b + gb[cRd]a
]
+
2
(n− 1)(n− 2)ga[cgd]bR ,
e como consequeˆncia das simetrias de Rabcd,
Cabad = 0 .
Ate´ aqui constru´ımos o espac¸o-tempo (M, g) e os objetos geome´tricos de interesse, tal
como as componentes da curvatura representadas pelo tensor de Riemann, e a condic¸a˜o
para o espac¸o-tempo ser plano, que descreve a relatividade restrita.
A resposta dada pela geometria do espac¸o-tempo a` presenc¸a de um campo externo
e´ modificar sua curvatura de acordo com a densidade de energia armazenada no campo.
Tal situac¸a˜o dinaˆmica e´ descrita pelas equac¸o˜es de Einstein, que e´ um dos postulados
fundamentais da Relatividade Geral. Podemos obter estas equac¸o˜es, supondo uma ac¸a˜o
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f´ısica que seja uma func¸a˜o escalar das componentes da me´trica e suas derivadas. Neste
caso, gab sa˜o as u´nicas varia´veis dinaˆmicas do sistema. Outra exigeˆncia para esta ac¸a˜o e´ que
no limite na˜o-relativ´ıstico, a teoria produzida recaia na teoria de Newton da gravitac¸a˜o.
Para isso acontecer, na ac¸a˜o devem aparecer apenas derivadas ate´ segunda ordem no
tensor me´trico de forma linear.
A ac¸a˜o mais simples que obedece a estas exigeˆncias e´ a ac¸a˜o de Einstein-Hilbert, dada
em unidades relativ´ısticas (c = G = ~ = 1) por
Sg = − 1
16π
∫
R
√−gd4x , (2.36)
sendo R o escalar de curvatura e g o determinante da me´trica. Aplicando o princ´ıpio de
mı´nima ac¸a˜o δSg = 0, sendo a variac¸a˜o em relac¸a˜o as quantidades dinaˆmicas consideradas,
que neste caso e´ o tensor me´trico. Enta˜o a variac¸a˜o de (2.36) tem como resultado
δSg = − 1
16π
∫
δ
(
gabRab
√−g) d4x
= − 1
16π
∫
d4x
(
Rab
√−gδgab + gabδRab
√−g
− 1
2
gabRabgcdδg
cd
√−g
)
.
A variac¸a˜o δRab sera´ feita na relac¸a˜o das componentes do tensor de Ricci com as da
conexa˜o ∇ na base coordenada, que e´ obtida atrave´s da contac¸a˜o de (2.32). Tal variac¸a˜o
fica
δRab = (δΓ
c
ab),c − (δΓcac),b + δΓdabΓcdc − ΓdabδΓcdc − δΓdacΓcdb − ΓdacδΓcdb . (2.37)
A variac¸a˜o das componentes da conexa˜o da´ como resultado
δΓabc =
1
2
gad
(
(δgdb);c + (δgdc);b − (δgbc);d
)
.
Substituindo este resultado em (2.37) chgamos a` identidade de Palatini
δRab = (δΓ
c
ab);c − (δΓcac);b . (2.38)
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A identidade de Palatini apo´s a integrac¸a˜o na˜o da´ nenuma contribuic¸a˜o a δSg, enta a
variac¸a˜o da ac¸a˜o assume a forma
δSg =
1
16π
∫
d4x
√−g
[
Rab − 1
2
gabR
]
δgab . (2.39)
Definindo Gab ≡ Rab− 12gabR como tensor de Einstein, e aplicando δSg = 0 para qualquer
δgab, obtemos as equac¸o˜es de Eintein para o espac¸o-tempo no va´cuo
Gab = 0 .
Esta equac¸a˜o na˜o so´ tem como soluc¸a˜o a geometria para o espac¸o-tempo exterior a` dis-
tribuic¸o˜es de energia e mate´ria, mas tambe´m nos informa que a geometria no caso de
auseˆncia quaisquer distribuic¸o˜es de mate´ria na˜o e´ apenas a soluc¸a˜o de Minkowski. Isto e´
a manifestac¸a˜o da na˜o-linearidade da interac¸a˜o gravitacional. O pro´prio campo gravita-
cional, pelo seu conteu´do de energia, produz mais curvatura, o que se conveˆm chamar de
retroac¸a˜o. Estas soluc¸o˜es descrevem campos gravitacionais auto-sustenta´veis.
Agora, se ao inve´s de termos apenas Sg, adicionarmos a esta, a ac¸a˜o Sm, que representa
outros campos (campo escalar, eletromagne´tico, femioˆnico, etc.) presentes na geometria,
teremos
S = Sg + Sm .
Aplicando o princ´ıpio de mı´nima ac¸a˜o δS = 0, obtemos as equac¸o˜es de Einstein para
qualquer espac¸o-tempo, que tomaremos como o postulado 1 da teoria.
Postulado 1 : Equac¸o˜es de Einstein
Gab = 8πTab, (2.40)
sendo Tab o tensor energia-momento. Neste objeto esta´ representado o conteu´do de energia
de uma certa regia˜o do espac¸o-tempo. Dado isto, em princ´ıpio resolvendo (2.40), teremos
as componentes do tensor de Einstein, ou seja, teremos o perfil da curvatura espac¸o-
temporal gerada por Tab.
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As equac¸o˜es de Einstein sa˜o dez equac¸o˜es diferenciais parciais na˜o-lineares de segunda
ordem acopladas das componentes do tensor me´trico. Pelas identidades de Bianchi Gab;b =
0 e tendo a divergeˆncia Tab;b nula, o nu´mero de equac¸o˜es se torna seis.
Uma implicac¸a˜o das equac¸o˜es de Einstein e´ o aparecimento de contribuic¸o˜es na˜o-locais
de distribuic¸o˜es de energia na definic¸a˜o local de curvatura. Pela equac¸a˜o (2.36), temos
que o tensor de Riemann e´ dado localmente pela composic¸a˜o do tensor de Weyl mais o
tensor de Ricci e o escalar de curvatura. Se considerarmos uma situac¸a˜o de va´cuo, por
(2.40) Rab = 0, enta˜o a curvatura tera´ apenas a contribuc¸a˜o do tensor de Weyl. Esta
contribuic¸a˜o sera´ na˜o nula desde que haja uma distibuic¸a˜o na˜o homogeˆnea de energia no
espac¸o-tempo. Tomemos o divergente de Cabcd
Cabcd;b =
1
2
[(
Rac − 1
6
Rδac
)
;d
−
(
Rad − 1
6
Rδad
)
;c
]
= 8π
[
T ac;d − T ad;c + 1
3
(δadT,c − δacT,d)
]
, (2.41)
sendo T o trac¸o do tensor energia-momento. Desta equac¸a˜o, observamos que as fontes
do tensor de Weyl sa˜o os gradientes do tensor energia-momento. Tal equac¸a˜o pode ser
interpretada como ana´loga as equac¸o˜es de Maxwell, tomado T como fonte.
Como foi dito as equac¸o˜es de Einstein sa˜o apenas um dos postulados fundamentais da
Relatividade Geral. Existem outros dois, cujos expedientes sa˜o sobre a causalidade local
do espac¸o-tempo e a conservac¸a˜o local do tensor energia-momento.
Postulado 2 Causalidade local
As equac¸o˜es que governam a dinaˆmica dos campos de mate´ria no espac¸o-tempo, devem
ser tais que, se U for a vizinhanc¸a que conte´m os pontos p e q, enta˜o um sinal pode ser
enviado em U entre os pontos p e q se e apenas se for poss´ıvel ligar estes pontos por
uma curva totalmente em U , cujo vetor tangente e´ sempre diferente de zero, do tipo-
tempo ou do tipo luz, isto e´, devemos ter uma curva ligando estes pontos que na˜o seja
do tipo-espac¸o. Se {xa} forma um conjunto de coordenadas em U sobre o ponto p, enta˜o
pontos que podem ser ligados a p atrave´s de curvas na˜o tipo-espac¸o, sa˜o aqueles cujas
CAPI´TULO 2. RELATIVIDADE GERAL E BURACOS NEGROS 32
coordenadas satisfazem
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 − (x4)2 ≤ 0 , (2.42)
isto e´, que estejam dentro do cone duplo em Tp formado pelos vetores tipo-luz no ponto
p. Empiricamente, a causalidade local e´ observada pelo fato de que nenhum sinal se
deslocando mais ra´pido que a luz, que viaja em geode´sicas tipo-luz, ter sido observado.
Estas relac¸o˜es de causalidade podem ser usadas para determinar a estrutura topolo´gica
de M.
Postulado 3 Conservac¸a˜o local da energia e momento
As equac¸o˜es da dinaˆmica dos campos de mate´ria sa˜o tais que existe um tensor sime´trico
chamado tensor energia-momento, que depende dos campos, de suas derivadas covariantes
e me´trica, e que obedec¸a as propriedades:
(i) Tab se anula num aberto U se e apenas se os campos de mate´ria tambe´m se anu-
larem. Isto expressa o fato de que todos campos teˆm energia e portanto sa˜o afetados
gravitacionalmente
(ii) Tab obedece a` equac¸a˜o
T ab; b = 0 .
Estes teˆs postulados, em s´ıntese, formam a base da Teoria da Relatividade Geral.
2.3 Buracos Negros
Buracos negros sa˜o uma das mais interessantes previso˜es da Relatividade Geral. Estes
objetos produzem no espac¸o-tempo uma curvatura extrema, de tal modo que nem sinais
luminosos, uma vez dentro do horizonte de eventos do buraco negro, podem escapar. A
prova da existeˆncia de buracos negros e a ana´lise de suas propriedades, sa˜o de grande
interesse na˜o so´ para a astrof´ısica, que especula que grandes emisso˜es de raios-X nos cen-
tros gala´ticos sejam devido a presenc¸a de buracos negros supermassivos, mas tambe´m para
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testar nossa noc¸a˜o de espac¸o-tempo em regio˜es cujo campo gravitacional e´ ta˜o intenso.
Um buraco negro pode ser formado quando um corpo de massa M contrai seu tamanho
num raio menor que o raio gravitacional 2GM/c2. A velocidade de escape nesta situac¸a˜o
e´ igual a velocidade da luz, isto e´, nenhum campo ou part´ıcula pode escapar do buraco
negro. Esta conclusa˜o vem de maneira natural da relatividade geral, pois a interac¸a˜o
gravitacional tem a caracter´ıstica de ser universal, ja´ que a carga gravitacional, ou massa,
tem valor proporcional a energia total do sistema. Apesar das equac¸o˜es de Einstein, que
descrevem os buracos negros, serem na˜o lineares, buracos negros logo apo´s sua formac¸a˜o
se tornam estaciona´rios e os u´nicos paraˆmetros que os descrevem sa˜o sua carga, massa e
momento angular, que sa˜o seus u´nicos cabelos, segundo o teorema no hair. A superf´ıcie
do buraco negro e´ chamada de horizonte de eventos. Esta e´ uma superf´ıcie tipo-luz, que
determina, juntamente com a singularidade espac¸o-temporal ale´m dessa superf´ıcie, uma
estrutura causal na˜o trivial no epac¸o-tempo.
Poss´ıveis aspectos observacionais de buracos negros podem ser obtidos pelo estudo do
movimento de part´ıculas e propagac¸a˜o de campos em espac¸os-tempos de buracos negros
estaciona´rios. Este problema e´ predominatemente matema´tico e envolve a integrac¸a˜o das
equac¸o˜es da geode´sica, e a obtenc¸a˜o da soluc¸a˜o da equac¸a˜o de onda nesses espac¸os.
A constatac¸a˜o teo´rica de que buracos negros irradiam, contrariando a definic¸a˜o cla´ssica
dada pela relatividade geral desses objetos, foi feita por Hawking [6]. Este resultado e´
devido a` instabilidade do va´cuo gerada pela curvatura do buraco negro, que se torna fonte
de radiac¸a˜o quaˆntica. A propriedade mais interessante dessa radiac¸a˜o e´ que o seu espectro
e´ precisamente te´rmico.
A colisa˜o de um buraco negro com uma estrela de neˆutrons ou a coalesceˆncia de um
par de buracos negros num sistema bina´rio, forma uma fonte de radiac¸a˜o gravitacional
de grande intensidade, que poderiam ser medidos por experimentos de interferometria
de ondas gravitacionais. Para que se efetue tal medic¸a˜o, deve-se saber com detalhes o
campo gravitacional do buraco negro durante a colisa˜o. Tal soluc¸a˜o e´ poss´ıvel atrave´s de
simulac¸o˜es nume´ricas dessas coliso˜es.
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Buracos negros funcionam como laborato´rios teo´ricos para testar ide´ias sobre como
seria a teoria unificada das quatro interac¸o˜es fundamentais. A teoria de supercordas,
que parece ser a mais promissora teoria para a unificac¸a˜o, explica a gravidade como uma
colec¸a˜o de estados da excitac¸a˜o de uma corda fundamental fechada. Esta teoria recupera
a Relatividade Geral no limite de campo fraco.
As equac¸o˜es de Einstein 4−dimensionais sem constante cosmolo´gica, possuem quatro
famı´lias de soluc¸o˜es exatas que descrevem buracos negros. A soluc¸a˜o de Schwarzschild
descreve um buraco negro esfericamente sime´trico de massa M . A soluc¸a˜o de Reissner-
Nordstro¨m, generaliza a soluc¸a˜o de Schwarschild para o caso em que ale´m da massa, o
buraco negro conte´m carga ele´trica Q. O buraco negro de Kerr e´ a soluc¸a˜o que descreve
um buraco negro de massa M e momento angular total J . A soluc¸a˜o tipo buraco negro
mais geral e´ a soluc¸a˜o de Kerr-Newman, que depende dos treˆs paraˆmetros do teorema no
hair, massa M , carga ele´trica Q e momento angular J .
2.4 Propriedades gerais dos buracos negros
O nosso objetivo nesta sec¸a˜o e´ apresentar de forma geral propiedades inerentes a to-
das soluc¸o˜es das equac¸o˜es de Einstein que descrevem buracos negros sem constante cos-
molo´gica. Para que possamos definir um buraco negro em termos do par (M, g), prescisamos
de conceitos acerca da estrutura causal de (M, g), tais como orientabilidade no tempo,
curvas causais, condic¸o˜es de causalidade e o diagrama de Penrose-Carter.
Um espac¸o-tempo e´ tido como temporalmente orientado se em todos seus pontos pu-
dermos separar continuamente os vetores na˜o tipo-espac¸o em duas classes distintas:os
direcionados ao futuro (vetor futuro) e os direcionados ao passado (vetor passsado), do
contra´rio teremos espac¸os-tempo na˜o temporalmente orientados. Estas situac¸o˜es na˜o per-
mitem o aparecimento de singularidades, seja em buracos negros seja no universo primor-
dial, logo na˜o e´ razoa´vel trabalhar com tais cena´rios, ale´m de que, ha´ a termodinaˆmica
local que nos garante a existeˆncia de apenas um paraˆmetro de tempo.
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Seja enta˜o um espac¸o-tempo (M, g) temporalmente orienta´vel, com dois conjuntos S
e U . O futuro cronolo´gico I+(S,U) de S relativo ao conjunto U pode ser definido como o
conjunto de todos os pontos em U que podem ser alcanc¸ados por pontos em S atrave´s de
curvas futuras tipo-tempo (o vetor tangente e´ do tipo futuro). Da mesma forma, podemos
definir o passado cronolo´gico I−(S,U) de S relativo a U .
O futuro causal J+(S,U) de S relativo a U e´ o conjunto de todos os pontos de U que
podem relacionar-se causalmente com pontos em S. De maneira mais rigorosa, definimos
o futuro causal como a unia˜o do conjunto formado pela intersecc¸a˜o S ∩ U e o conjunto
formado por todos os pontos de U que podem alcanc¸ados de S por curvas futuras tipo-
tempo ou tipo-luz.
As condic¸o˜es de caualidade se referem a exigeˆncia de que (M, g) na˜o possua curvas
fechada tipo-tempo. A existeˆncia de tais estruturas criaria diversos paradoxos, como, por
exemplo, se um foguete viajasse numa curva desse tipo ele poderia chegar antes de sua
partida. Mais precisamente, damos o nome de condic¸a˜o cronolo´gica a esta hipo´tese. Uma
das proposic¸o˜es de Hawking acerca disso, nos informa que variedades que satisfac¸am a`
condic¸a˜o cronolo´gica na˜o devem ser compactas, pois se forem compactas, o conjunto de
pontos que violam a condic¸a˜o cronolo´gica e´ na˜o vazio. A prova disso esta´ em [2].
A ide´ia principal do diagrama de Penrose-Carter e´ estudar a estrutura causal dos
pontos no infinito de (M, g) iniciando com a me´trica na˜o f´ısica g¯ab, que se relaciona com
a me´trica f´ısica gab por uma transformac¸a˜o conforme, isto e´,
g¯ab = Ω
2gab ,
sendo Ω o fator conforme. Uma escolha apropriada deste fator conforme, nos possibilita
“trazer” os pontos no infinito para uma posic¸a˜o finita, e enta˜o estudar sua estrutura causal.
Para trazer estes pontos do infinito usamos transformac¸o˜es de coordenadas que envolvam
func¸o˜es do tipo tan−1(x), que mapeiem intervalos infinitos [−∞,+∞] em intervalos finitos,
tais como [−π/2,+π/2].
A receita ba´sica consiste em escrever a me´trica usando coordenadas nulas (v = t +
r, w = t − r), apo´s isso, realizar a transformac¸a˜o (v, w) → (p = tan−1 v, q = tan−1 ω) e
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enta˜o identificar o fator conforme e extrair a me´trica f´ısica, que representa a estrutura dos
pontos no infinito. As informac¸o˜es da estrutura causal da me´trica f´ısica colocadas em um
diagrama t×x produz o diagrama de Penrose-Carter, que e´ o diagrama do espac¸o-tempo
conformalmente compactificado.
Este processo aplicado na me´trica de Minkowski
dss = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 ,
produz o seguinte elemento de linha
ds2 =
1
4
sec2(p) sec2(q)
[
4dpdq − sin2(p− q) (dθ2 + sin2 θdφ2)] ,
sendo o fator conforme dado por
Ω =
1
4
sec2(p) sec2(q) ,
e a me´trica conforme g¯ab por
ds¯2 = dt′2 − dr′2 − sin2 r′ (dθ2 + sin2 θdφ2) ,
no qual t′ = p + q e r′ = p− q, com domı´nios −π < t′ + r′ < π, −π < t′ − r′ < π com a
condic¸a˜o r′ ≤ 0. O elemento de linha conforme expressa a geometria dos pontos do infinfito
numa regia˜o finita. No caso do espac¸o-tempo de Minkowski, obtemos o universo esta´tico
de Einstein como me´trica conforme, cuja topologia e´ cil´ındrica. Esta representac¸a˜o do
espac¸o-tempo de Minkowski como uma regia˜o finita do universo esta´tico de Einstein,
e´ chamada de compactificac¸a˜o conforme, que pode ser representada no diagrama (2.1)
retirado de [2].
A fronteira dessa regia˜o representa a estrutura conforme do infinito para o espac¸o-
tempo de Minkowski. Em termos das coordenadas p e q, esta fronteira consiste nas
superf´ıcies nulas p = π/2 denotada por T + e q = −π/2 chamada T −, ale´m dos pontos
(p = π/2, q = π/2), (p = π/2, q = −π/2) e (p = −π/2, q = −π/2) denotados respectiva-
mente por i+, i0 e i−.
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Figura 2.1: Espac¸o-tempo de Minkowski compactificado.
As geode´sicas tipo-tempo teˆm origem no ponto i− em terminam em i+. Da mesma
forma, geode´sicas tipo-luz se originam na superf´ıcie T − e terminam em T +, enquanto que
as geode´sicas tipo-espac¸o iniciam e teminam em i0. A representac¸a˜o das curvas geode´sicas
nestes diagramas tambe´m aplica-se a`s curvas na˜o geode´sicas.
Os pontos i+ e i− representam o infinito futuro tipo-tempo e infinito passado tipo-
tempo, T + e T − representam o infinito futuro tipo-luz e infinito passado tipo-luz.
O diagrama de Penrose-Carter e´ o diagrama t×r de um espac¸o-tempo conformalmente
compactificado. Para o espac¸o-tempo de Minkowski o diagrama de Penrose-Carter esta´
na figura (2.2) onde temos as curvas r constante, que correspondem as histo´rias de esferas
bidimensionais com raio constante, e as fatias tipo-tempo correspondente a t constante.
Geode´sicas radiais nulas sa˜o representadas por retas p constante e q constante fazendo
angulos de 45o e −45o respectivamente.
Tendo a prescric¸a˜o do diagrama de Penrose-Carter, passamos enta˜o a` ana´lise das
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Figura 2.2: Diagrama de Penrose-Carter do espac¸o-tempo de Minkowski.
soluc¸o˜es tipo buraco negro de Schwarzschild e Kerr.
2.5 A soluc¸a˜o de Schwarzschild
A soluc¸a˜o das equac¸o˜es de Einstein que descreve um espac¸o-tempo vazio na vizinhanc¸a
de um corpo massivo esfericamente sime´trico, e´ a soluc¸a˜o de Schwarzschild. Esta soluc¸a˜o
e´ uma boa aproximac¸a˜o para estudarmos o Sistema Solar, bem como qualquer sistema
gravitacional que na˜o exiba considera´veis desvios da simetria esfe´rica. Esta soluc¸a˜o e´ dada
pela me´trica
ds2 = −
(
1− 2m
r
)
dt2 +
(
1− 2m
r
)−1
dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2
)
, (2.43)
para r > 2m, sendo m uma constante de integrac¸a˜o advinda da resoluc¸a˜o das equac¸o˜es de
Einstein. O valor desta constante e´ determinado quando consideramos o limite newtoniano
da Relatividade Geral. Sendo Φ o potencial gravitacional newtoniano, enta˜o neste limite,
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em unidades na˜o-relativ´ısticas,
g00 ≃ 1 + 2Φ
c2
= 1− 2G4M
c2r
,
no qual c e´ a velocidade da luz, G4 a constante da gravitac¸a˜o 4−dimensional e M a
massa que da´ origem ao potencial gravitacional Φ. Comparando (2.44) com a soluc¸a˜o de
Schwarzschild, determinamos a constante de integrac¸a˜o m como
m =
GM
c2
.
Vemos que a soluc¸a˜o de Schwarzschild pode ser interpretada como a descric¸a˜o para o
campo gravitacional de uma part´ıcula de massa m situada na origem. Esta soluc¸a˜o e´
esta´tica, no sentido de que ∂/∂t e´ um campo vetorial de Killing. As componentes da
me´trica sa˜o func¸o˜es que na˜o dependem do tempo, e na˜o apresentam termos de rotac¸a˜o,
pois na˜o ha´ termos mistos como dtdr. A simetria esfe´rica de (2.43) aparece no fato de
que g00 e g01 dependerem apenas da coordenada radial e na˜o das coordenadas angulares θ
e φ. Pode-se mostrar, conforme teorema de Birkhoff, que qualquer soluc¸a˜o das equac¸o˜es
de Einstein para sistemas esfericamente sime´tricos e´ localmente isome´trica a` soluc¸a˜o de
Schwarzschild, ou seja, este teorema garante que esta soluc¸a˜o e´ u´nica.
Em geral a me´trica (2.43) descreve a geometria externa de uma estrela de raio r0, isto
e´, para r > r0. A me´trica para r < r0 depende do tensor energia-momento Tab no interior
estelar. No caso de um completo colapso gravitacional, quando toda massa do corpo
colapsa no ponto r = 0, consideramos a soluc¸a˜o de Schwarzschild como descric¸a˜o para
todos valores de r. Tal soluc¸a˜o apresenta singularidades nos pontos r = 0 e r = 2m, ou
seja, no caso do colapso gravitacional, a me´trica de Schwarzschild, descreve dois domı´nios
da variedade M, 0 < r < 2m ou 2m < r <∞.
Tomando M com domı´nio 2m < r < ∞, e´ necessa´rio determinar se M e´ extens´ıvel,
isto e´, descobrir se existe uma variedadeM′ com uma me´trica g′ formando o espac¸o-tempo
(M′, g′) tal que M e´ um subespac¸o de M′ e que g = g′ em M. Neste domı´nio isto e´
poss´ıvel, ja´ que o escalar de curvatura em r = 2m e´ uma func¸a˜o cont´ınua, o que indica que
a singularidade em r = 2m e´ apenas uma patologia do sistema de coordenadas escolhido,
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ou seja, deve existir um outro conjunto de coordenadas que mapeie este domı´nio de M
numa imagem sem singularidades. Para efetuar a extensa˜o maximal de M, devemos ter
todas curvas geode´sicas extendidas em ambas as direc¸o˜es com relac¸a˜o ao paraˆmetro afim,
ou devem ter terminac¸o˜es em uma singularidade verdadeira, ou seja, uma singularidade
que na˜o pode ser removida por nenhuma mudanc¸a de coordenadas.
Se tomarmos agora,M com domı´nio 0 < r < 2m e calcularmos o escalar de curvatura,
obtido das componentes do tensor de Riemman,
RabcdRabcd =
48m2
r6
, (2.44)
concluiremos que para r → 0, RabcdRabcd → ∞, o que indica a existeˆncia de uma singu-
laridade real em r = 0, tornando imposs´ıvel a extensa˜o de M ale´m de r = 0. O ma´ximo
que podemos fazer e´ extender M ale´m de r = 2m ate´ r = ∞ atrave´s do procedimen-
to de Kruskal-Szekeres. Este procedimento consiste em reescrever (2.43) em termos das
coordenadas nulas avanc¸adas e retardadas (v, w). Descreveremos M com o sistema de
coordenadas (v, w, θ, φ).
Usando a condic¸a˜o pra uma curva geode´sica ser uma geode´sica tipo-luz ou nula
gabX
aXb = 0 ,
as geode´sicas radiais nulas do espac¸o-tempo descrito por (2.43) sa˜o dadas por(
dt
dr
)2
=
(
1
1− 2m
r
)2
,
definindo a coordenada tartaruga r∗ de Wheeler, neste caso, como
r∗ ≡
∫
dr
1− 2m
r
= r + 2m log
( r
2m
− 1
)
. (2.45)
Enta˜o, as geode´sicas radiais nulas ficam
t = r∗ + const ,
t = −r∗ + const . (2.46)
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Definimos as coordenadas nulas (v, w) por
v = t− r∗ ,
w = t+ r∗ , (2.47)
que consequentemente leva a` definic¸a˜o de r em termos impl´ıcitos de v e w, ja´ que r∗ =
(w − v) /2.
Usando estas definic¸o˜es, a soluc¸a˜o (2.43) pode ser escrita como
ds2 = −2me
−r/2m
r
e(w−v)/4mdvdw + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2
)
, (2.48)
implicando em que a singularidade r → 2m corresponde a v →∞ e ω → −∞.
Definindo novas coordenadas V e W como
V = −e−v/4m ,
W = ew/4m , (2.49)
a me´trica (2.48) fica
ds2 = −32m
3e−r/2m
r
dV dW + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2
)
. (2.50)
Nesta forma, observamos que na˜o ha´ singularidade em r = 2m, que corresponde a V =
W = 0. Para obtemos a forma de Kruskal-Szekeres da me´trica de Schwarzschild fazemos
a seguinte mudanc¸a de coordenadas
T =
(V +W )
2
,
X =
(W − V )
2
, (2.51)
em (2.50), obtendo assim
ds2 =
32m3e−r/2m
r
(−dT 2 + dX2)+ r2 (dθ2 + sin2 θdφ2) . (2.52)
A transformac¸a˜o de coordenadas entre as coordenadas iniciais (t, r) e (T,X) e´ dada por
X2 − T 2 =
( r
2m
− 1
)
er/2m ,
t = 4m tanh−1
(
T
X
)
. (2.53)
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A condic¸a˜o de que r > 0 especifica os valores permitidos para as coordenadas (T,X).
Estes valores sa˜o os que obedecem a relac¸a˜o X2 − T 2 > −1. Esta estrutura da extensa˜o
de Kruskal-Szekeres da geometria de Schwarzschild e´ dada pelo diagrama (2.3), chamado
de diagrama de Kruskal-Szekeres. Em tal diagrama, as geode´sicas radiais nulas sa˜o retas
que fazem aˆngulos de 45o com os eixos coordenados. Vemos tambe´m que a singularidade
verdadeira em r = 0 corresponde aos valoresX2 = ±√(T 2 − 1) e que na˜o ha´ singularidade
quando r = 2m. A regia˜o I e´ correspondente a soluc¸a˜o original de Schwarzschild em
r > 2m, que representa o campo gravitacional externo ao corpo colapsante. Esta regia˜o
apresenta um comportamento assinto´ticamente plano, da mesma maneira que a regia˜o I ′.
Um fo´ton que parte da regia˜o I pode ir para o infinito espacial ou atravessar a fronteira
X = T entrando na regia˜o II, mas na˜o ir para regia˜o I ′, o que mostra que as regio˜es
I e I ′ sa˜o causalmente desconectadas. Na˜o ha´ possibilidade de um observador numa
geode´sica radial nula na regia˜o II, escapar da singularidade em X =
√
(T 2 − 1), essa
regia˜o e´ chamada de buraco negro e a regia˜o II ′, que possui as mesmas propriedades que
II quando invertemos o tempo desta, de buraco branco.
Para obtermos o diagrama de Penrose-Carter para a extensa˜o de Kruskal-Szekeres da
geometria de Schwarzschild se definirmos novas coordenadas nulas por
v′ = tan−1
(
V√
2m
)
,
w′ = tan−1
(
W√
2m
)
, (2.54)
com domı´nios −π/2 < v′ < π/2, −π/2 < w′ < π/2 e −π < v′ + w′ < π. Este diagrama e´
dado na figura (2.4).
Observamos neste diagrama que cada uma das regio˜es assinto´ticamente planas I e
I ′ possuem infinito futuro, infinito passado e infinito tipo-luz, e que diferentemente do
espac¸o-tempo de Minkowski, a me´trica conforme e´ cont´ınua mas na˜o diferencia´vel em i0.
Na extensa˜o de Kruskal-Szekers da me´trica de Schwarzschild, a superf´ıcie nula r = 2m
e´ uma superf´ıcie onde cada ponto representa uma esfera bidimensional de a´rea 16πm2. Se
observarmos a me´trica (2.12), vemos que g00 e´ sempre maior que zero quando tomamos
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Figura 2.3: Extensa˜o de Kruskal da geometria de Schwarzschild.
r > 2m, mas muda de sinal quando atravessamos o horizonte de eventos r = 2m, isto
e´, g00 < 0 quando r < 2m. Isto implica que as coordenadas t e r invertem seus pape´is,
tornando o espac¸o-tempo para r < 2m na˜o esta´tico. O horizonte de eventos torna-se o
limite esta´tico da soluc¸a˜o de Schwarzschild.
2.6 A soluc¸a˜o de Kerr
Em Relatividade Geral, o campo gravitacional de um objeto em rotac¸a˜o e estaciona´rio e´
descrito pelo espac¸o-tempo de Kerr [7]. Nas chamadas coordenadas de Boyer-Lindquist,
esta soluc¸a˜o e´ dada pela me´trica
ds2 = −
(
1− 2mr
Σ
)
dt2 − 4amr sin
2 θ
Σ
dtdθ
+
Σ
∆
dr2 + Σdθ2 +
(
r2 + a2 +
2mra2 sin2 θ
Σ
)
sin2 θdφ2 , (2.55)
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Figura 2.4: Diagrama de Penrose-Carter da soluc¸a˜o de Kruskal-Szekeres.
sendo Σ ≡ r2 + a2 cos2 θ e ∆ ≡ r2 − 2mr + a2. A quantidade m representa a massa
gravitacional do corpo girante, e sendo J o seu momento angular total, enta˜o a = J/m
representa o momento angular por unidade de massa. Os coeficientes da me´trica de Kerr
sa˜o independentes de t e φ, o que implica que esta soluc¸a˜o e´ estaciona´ria e axialmente
sime´trica, que sa˜o as u´nicas simetrias cont´ınuas desta soluc¸a˜o. Por simetria axial enten-
demos que se existe um eixo definido (neste caso o eixo z em coordenadas cartesianas, ou
θ = 0), tal que a soluc¸a˜o e´ invariante por rotac¸o˜es em torno deste eixo, enta˜o a soluc¸a˜o e´
axialmente sime´trica. Existem duas simetrias discretas para este espac¸o-tempo, a reflexa˜o
em t e φ, que na˜o ocorrem separadamente mas em conjunto, isto e´, esta soluc¸a˜o admite
apenas a inversa˜o simultaˆnea
t→ −t, φ→ −φ .
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Este tipo de simetria representa o fato do espac¸o-tempo de Kerr ser a soluc¸a˜o para um
corpo em rotac¸a˜o, ja´ que se invertemos o spin e tomarmos o tempo negativo e´ equivalente
a direc¸a˜o positiva do tempo com spin positivo.
Temos ainda a segunda simetria discreta
t→ −t, a→ −a ,
que sugere que a especifica a direc¸a˜o do spin do corpo girante. A soluc¸a˜o (2.55) e´ assinto-
ticamente plana, isto e´, para r →∞, obtemos a me´trica de Minkowski. Quando tomamos
a = 0, na˜o so´ os termos relacionados a rotac¸a˜o va˜o a zero, mas a me´trica se reduz a
soluc¸a˜o de Schwarzschild.
A soluc¸a˜o de Kerr admite uma singularidade espac¸o-temporal em forma de anel. Esta
singularidade na˜o remov´ıvel aparece quando Σ = 0, a partir do ca´lculo da quantidade
RabcdR
abcd. Enta˜o se
Σ = r2 + a2 cos2 θ = 0 ,
devemos ter r = cos θ = 0, que determina uma singularidade com estrutura de um anel
de raio a no plano equatorial z = 0, ja´ que em coordenadas cartesianas z = r cos θ. O
espac¸o-tempo de Kerr admite duas superf´ıcies S+ e S− onde o desvio para o vermelho e´
infinito, tais superf´ıcies representam limites estaciona´rios, como no caso de Schwarzschild,
sa˜o superf´ıcies onde as coordenadas tipo-tempo trocam de papel com as coordenadas tipo-
espac¸o. Ainda admite duas superf´ıcies nulas, que definem dois horizontes de eventos.
As superf´ıcies com desvio para o vermelho infinito sa˜o obtidas quando g00 e´ nulo. Disto
obtemos os limites estaciona´rios
rS± = m±
√
m2 − a2 cos2 θ . (2.56)
No lmite de Schwarzschild a→ 0, a superf´ıcie S+ se reduz ao horizonte de eventos r = 2m
e S− a r = 0. Estas superf´ıcies definidas por (2.56) sa˜o axialmente sime´tricas, com S+
possuindo um raio r = 2m no equador, e assumindo a2 < m2, um raio m+
√
m2 − a2 nos
po´los. A superf´ıcie S− esta´ completamente contida por S+. A existeˆncia dessas superf´ıcies
CAPI´TULO 2. RELATIVIDADE GERAL E BURACOS NEGROS 46
indica a existeˆncia de superf´ıcies nulas que definem horizontes de eventos. Para encontrar
tais horizontes, devemos procurar por superf´ıcies r = constante onde a componente g11
se anule. Enta˜o se
g11 = −∆
Σ2
= −r
2 − 2mr + a2
r2 + a2 cos2 θ
,
para que ele se anule, devemos ter
∆ = r2 − 2mr + a2 = 0,
o que implica em dois horizontes de eventos, sempre com a2 < m2
r = r± = m±
√
m2 − a2.
A me´trica de Kerr apresenta dois horizontes de eventos e duas superf´ıcies com desvio
para o vermelho infinito. Esta configurac¸a˜o define treˆs regio˜es em que esta me´trica e´
regular. A regia˜o I cujo domı´nio e´ r+ < r < +∞, a regia˜o II compreendida no intervalo
r− < r < r+ e a regia˜o III definida por 0 < r < r−. No limite a = 0 os horizontes de
eventos se reduzem a r = 2m e r = 0. De fato, na soluc¸a˜o de Schwarzschild o horizonte
de eventos e a superf´ıcie de infinito desvio para o vermelho coincidem. A regia˜o entre o
limite estaciona´rio S+ e o horizonte de eventos r = r+ e´ chamada de ergosfera.
Destas considerac¸o˜es, vemos que para a < m a soluc¸a˜o de Kerr descreve um buraco
negro com paraˆmetro de rotac¸a˜o diferente de zero. No caso em que a > m, na˜o ha´ a
formac¸a˜o do buraco negro, ja´ que na˜o ha´ o aparecimento de um horizonte de eventos mas
apenas a formac¸a˜o de uma singularidade em r = 0, que e´ vis´ıvel a todos observadores
externos. Tal singularidade, pela auseˆncia de um horizonte de eventos, e´ chamada de
singularidade nua. Segundo o hipo´tese da censura co´smica, tais obejtos na˜o devem existir
na natureza, mas tal hipo´tese nunca foi provada de maneira geral. Por outro lado, no
caso de buracos negros em rotac¸a˜o, na˜o parece haver nenhum mecanismo dinaˆmico que
fac¸a com que uma estrela com a < m va´ para um estado em que a > m.
A extensa˜o maximal da me´trica de Kerr (a < m) e´ obtida utilizando-se as coordenadas
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de Eddington-Finkelstein avac¸adas e retardadas
du± = dt± r
2 + a2
∆
dr,
dφ± = dφ± a
∆
dr.
Na figura (2.5) temos a estrutura conforme ao longo do eixo de simetria. As regio˜es I
determinadas pelo intervalo r+ < r < +∞ sa˜o estaciona´rias e assinto´ticamente planas.
As regio˜es II r− < r < r+ na˜o sa˜o estaciona´rias e apresentam superf´ıcies aprisionadas
fechadas. As regio˜es III −∞ < r < r− conteˆm a singularidade em forma de anel do
tipo-tempo, que pode ser evitada. Esta regia˜o conte´m curvas fechadas tipo-tempo. Tais
curvas violam o princ´ıpio da causalidade, na˜o sendo fisicamente consideradas. Na˜o ha´
violac¸a˜o da causalidade nas regio˜es I e II.
Segundo Penrose [8], e´ poss´ıvel realizar uma espe´cie de extrac¸a˜o de energia de um
buraco negro que possui uma ergosfera. Dada uma part´ıcula se movendo numa trajeto´ria
geode´sica a partir do infinito, com energia E0 ≡ −pa0Ka > 0 ao longo desta trajeto´ria, com
pa0 = mv
a
0 sendo o momento da part´ıcula, v
a
0 sa˜o as componentes da quadri-velocidade
da part´ıcula e Ka sa˜o as componentes do vetor de Killing. Enta˜o suponhamos que tal
part´ıcula se divida em dois fragmentos com momentos pa1 e p
a
2, onde p
a
0 = p
a
1. Sendo Ka
um vetor do tipo-espac¸o e´ poss´ıvel escolher pa1 um vetor tipo-tempo futuro direcionado,
tal que E1 ≡ −pa1Ka < 0. Enta˜o E2 ≡ −pa2Ka sera´ maior que E0. Isto indica que o
segundo fragmento de energia E2 pode escapar para o infinito onde tera´ mais energia que
a part´ıcula original. Esta quantidade de energia excedente foi extra´ıda do buraco negro.
2.7 Perturbac¸o˜es de Buracos Negros
O estudo das perturbac¸o˜es em soluc¸o˜es tipo buraco negro em Relatividade Geral e´ um
ramo de pesquisa que nos permite a ana´lise de inu´meros temas, tais como a radiac¸a˜o
gerada por pequenos corpos caindo no buraco negro, o perfil de ondas gravitacionais
muito tempo apo´s a formac¸a˜o do buraco, espalhamento e absorc¸a˜o de ondas por buracos
negros, a estabilidade das soluc¸o˜es tipo buraco negro e va´rios outros temas.
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Figura 2.5: Estrutura conforme da me´trica de Kerr ao longo do eixo de simetria para
a < m.
Esta sec¸a˜o e´ devotada ao estudo de perturbac¸o˜es lineares em torno da soluc¸a˜o de
Schwarzschild e Kerr, sobretudo as perturbac¸o˜es escalares. Os campos f´ısicos considerados
como perturbac¸o˜es sa˜o tomados como fracos, isto e´, o efeito de seu tensor energia-momento
na me´trica de fundo do buraco negro pode ser desprezado. Em s´ıntese, sera˜o consideradas
apenas perturbac¸o˜es lineares dessas soluc¸o˜es.
Os primeiros estudos teo´ricos acerca desse tema derivam do trabalho de Regge Whee-
ler da de´cada de 50 [9]. Eles se propuseram a estudar a estabilidade da singularidade
de Schwarzschild frente a pequenos desvios de sua simetria esfe´rica. Para a obtenc¸a˜o
das equac¸o˜es lineares que governam estas pequenas perturbac¸o˜es na simetria esfe´rica, foi
necessa´rio estudar a equac¸a˜o de Eintein linearizada sobre o espac¸o-tempo descrito por
tal me´trica. Esta equac¸a˜o e´ obtida escrevendo a me´trica perturbada g¯µν como a soma
de dois termos: um representando a me´trica na˜o perturbada de fundo, (◦)gµν , e outro
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representando a perturbac¸a˜o dado por hµν . Disto enta˜o, podemos escrever [10]
g¯µν =
(◦)gµν + hµν , (2.57)
onde consideramos |hµν | << 1. Usando (2.57) nas equac¸o˜es de Einstein obtemos as
equac¸o˜es que governam hµν em primeira ordem.
As componentes Γ¯κµν da conexa˜o me´trica perturbada sa˜o dadas por, considerando no
ma´ximo termos de primeira ordem em hµν ,
Γ¯κµν =
(◦)Γκµν + δΓ
κ
µν , (2.58)
sendo
δΓκµν =
1
2
(◦)gκα [hαν;µ + hαµ;ν − hµν;α] . (2.59)
Com isto, podemos escrever as componentes do tensor de Ricci perturbado como
δRµν = δΓ
α
µα;ν − δΓαµν;α . (2.60)
No va´cuo, as equac¸o˜es de perturbac¸a˜o reduzem-se a
δRµν = 0 , (2.61)
que representam dez equac¸o˜es diferenciais parcias das componentes lineares de hµν . Como
e´ mostrado em [10], este conjunto de equac¸o˜es pode ser reduzido, se fizermos a separac¸a˜o
de varia´veis
hµν =
∞∑
L=0
L∑
M=−L
10∑
n=1
CnLM(t, r) (Y
n
LM)µν (θ, φ) , (2.62)
sendo CnLM(t, r) os coeficientes da expansa˜o e (Y
n
LM)µν (θ, φ) os harmoˆnicos esfe´ricos tenso-
rias. Seguindo isto, foi poss´ıvel mostrar que as perturbac¸o˜es se dividem em duas classes de
paridade, para cada valor de L. Sa˜o denominadas perturbac¸o˜es polares, as que se trans-
formam com (−1)L, perturbac¸o˜es axiais as que se transformam como (−1)L+1. Se con-
siderarmos como campos perturbativos fracos o campo escalar o campo eletromagne´tico
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e o campo gravitacinal nessa prescric¸a˜o, obtemos uma equac¸a˜o diferencial tipo barreira
de potencial [3][11][9][10], dada por
∂2
∂t2
Ψ(x, t)− ∂
2
∂x2
Ψ(x, t) + V (x)Ψ(x, t) = 0 , (2.63)
sendo Ψ(x, t) o campo perturbativo, x ≡ r + 2M ln(r/2M − 1) a coordenada tartaruga e
V (x) o potencial efetivo dado por
V (x) =
(
1− 2M
r
)[
L(L+ 1)
r2
+
2Mσ
r3
]
, (2.64)
no qual σ assume os valores +1, 0 e −3, correspondendo, respectivamente, a perturbac¸a˜o
por campo escalar, eletromagne´tico e gravitacional. Temos enta˜o que as perturbac¸o˜es li-
neares na me´trica de Schwarzschild sa˜o descritas por uma equac¸a˜o de onda unidimensional
com um potencial real.
Apesar da equac¸a˜o (2.64) sintetizar as perturbac¸o˜es lineares da soluc¸a˜o de Schwarzschild,
vamos verificar com mais detalhes a perturbac¸a˜o gerada por um campo escalar definido
na vizinhanc¸a de um buraco negro esfericamente sime´trico, e em seguida estudaremos a
perturbac¸a˜o pelo mesmo campo num buraco negro de Kerr.
Um campo escalar sem massa Φ tem sua evoluc¸a˜o determinada pela equac¸a˜o de Klein-
Gordon,
✷Φ ≡ 1√−g
∂
∂xµ
[√−ggµν ∂
∂xν
Φ
]
, (2.65)
sendo g o determinate da me´trica gµν , cujas componentes seguem da soluc¸a˜o de Schwarzschild
(2.43). Usando o fato da soluc¸a˜o ser esfericamente sime´trica podemos realizar a seguinte
separac¸a˜o de varia´veis em Φ
ΦLm =
ΨL(r, t)
r
YLm(θ, φ) . (2.66)
Com isso obtemos duas equac¸o˜es diferenciais,
∂
∂θ
[
sin θ
∂
∂θ
Ylm
]
+
∂2
∂φ2
YLm = L(L+ 1) sin
2 θYLm , (2.67)
− ∂
2
∂t2
Ψ(r, t) +
(
1− 2M
r
)
∂
∂r
[(
1− 2M
r
)
∂
∂r
Ψ(r, t)
]
(2.68)
=
(
1− 2M
r
)[
L(L+ 1)
r2
+
2M
r3
]
Ψ(r, t) .
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A primeira equac¸a˜o tem como soluc¸a˜o os harmoˆnicos esfe´ricos YLm. A equac¸a˜o redial-
temporal (2.68) pode ser simplificada atrave´s da coordenada tartaruga (2.45) que implica
na relac¸a˜o
∂
∂r∗
=
(
1− 2M
r
)
∂
∂r
, (2.69)
que usada em (2.68) da´ como resultado[
∂2
∂r2∗
− ∂
2
∂t2
− VL(r)
]
ΨL(r, t) = 0 . (2.70)
Se considerarmos uma dependeˆncia temporal harmoˆnica, tal como ΨL(r, t) = ΨˆL(r, t)e
−iωt,
reduzimos (2.70) em uma equac¸a˜o diferencial ordina´ria[
d2
dr2∗
+ ω2 − VL(r)
]
ΨˆL(r) = 0, (2.71)
cujo potencial efetivo e´ dado por
VL(r) =
(
1− 2M
r
)[
L(L+ 1)
r2
+
2M
r3
]
. (2.72)
Este potencial corresponde a uma barreira de potencial , cujo ma´ximo e´ r = 3M (figu-
ra(2.6)). Com isso podemos tratar va´rios dos problemas de perturbac¸o˜es de buracos
negros com me´todos da espalhamento da mecaˆnica quaˆntica.
Podemos verificar que quando r∗ →∞, que corresponde ao infinito espacial, e quando
r∗ → −∞, correspondendo ao horizonte de eventos, o potencial efetivo (2.72) vai a zero,
ou seja
VL(r∗ → ±∞)→ 0,
enta˜o o comportamento assinto´tico das soluc¸o˜es de (2.71) e´ da forma
ΨˆL(r, ω) ∼ e±iωr, (2.73)
tanto no horizonte de eventos(r∗ → −∞), quanto no infinito(r∗ → +∞).
Dado este perfil assinto´tico das soluc¸o˜es (2.73), podemos construir soluc¸o˜es para a
equac¸a˜o de onda a partir das condic¸o˜es de contorno. Uma classe de soluc¸o˜es de parti-
cular interesse e´ aquela que satisfaz as condic¸o˜es de contorno chamadas de causais. Ela
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Figura 2.6: Potencial escalar efetivo com ponto ma´ximo r = 3M para r∗ = 0
corresponde a situac¸a˜o em que na˜o haja ondas emergindo do horizonte de eventos do
buraco negro, isto e´
ΨˆinL (r∗)→ −∞) ∼ e−iωr∗ ,
ΨˆinL (r∗ → +∞) ∼ Aout(ω)eiωr∗ + Ain(ω)e−iωr∗ , (2.74)
supondo que ω seja um nu´mero real e positivo. Como em [12] chamaremos esta classe de
soluc¸o˜e de modos in, e seu complexo conjugado de modos out. Da teoria das equac¸o˜es
diferenciais [13], sabemos que duas soluc¸o˜es linearmente independentes de (2.71) teˆm o
wronskiano constante em r∗. Calculando o wronskiano dos modos in e out no horizonte
de eventos e no infinito, temos que
|Ain|2 = |Aout|2 + 1 , (2.75)
de maneira similar
|T |2 + |R|2 = 1, (2.76)
sendo T = 1/Ain e R = Aout/Ain, os coeficientes de transmissa˜o de reflexa˜o respectiva-
mente. Enta˜o parte da onda incidente e´ absovida pelo buraco negro e outra parte refletida
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de volta ao infinito.
Um segundo par de soluc¸o˜es ba´sicas, os modos up e modos down, podem ser definidos
de maneira ana´loga. Os modos up correspondem a ondas puramente emergentes no in-
finito, que sa˜o dados pelas seguintes condic¸o˜es de contorno
ΨˆupL (r∗ → −∞) ∼ Bout(ω)eiωr∗ + Bin(ω)e−iωr∗
ΨˆupL (r∗ → +∞) ∼ e+iωr∗ . (2.77)
O modo down e´ o complexo conjugado do modo up. Usando novamente o fato do wron-
skiano referente a estas soluc¸o˜es ser constante, temos que
Bout(ω) = Ain(ω), (2.78)
Bin = −A¯out(ω) = −Aout(−ω), (2.79)
com a barra denotando a operac¸a˜o de conjugac¸a˜o complexa. Quaisquer duas soluc¸o˜es
mencionadas(in, out, up, down) podem ser escolhidas como soluc¸o˜es ba´sicas de um dado
problema.
Podemos estudar as perturbac¸o˜es lineares na soluc¸a˜o de Kerr da mesma forma que
foi feito para o caso esfericamente sime´trico, mas o caso com rotac¸a˜o se apresenta mais
intrincado devido a simetria axial da soluc¸a˜o. A evoluc¸a˜o de campos escalares nesta
geometria foi estudada por Brill [14]. Por algum tempo acreditou-se que na˜o seria poss´ıvel
separar a equac¸a˜o de onda nessa geometria a na˜o ser para campos de spin zero. Mas no
trabalho [15], Teukolsky mostrou, usando o formalismo de Newman-Penrose [3], que as
perturbac¸o˜es escalares, eletromagne´ticas e gravitacionais de um buraco negro de Kerr
podem ser descritas por uma u´nica equac¸a˜o, chamada de equac¸a˜o mestra de Teukolsky,
que no caso de auseˆncia de fontes e´ dada por[
(r2 + a2)2
∆
− a2 sin2 θ
]
∂2Ψ
∂t2
+
4Mar
∆
∂2Ψ
∂t∂φ
+
[
a2
∆
− sin−2 θ
]
∂2Ψ
∂φ2
− ∆−s ∂
∂r
(
∆s+1
∂Ψ
∂r
)
− sin−1 θ ∂
∂θ
(
sin θ
∂Ψ
∂θ
)
− 2s
[
a(r −M)
∆
]
∂Ψ
∂φ
+
i cos θ
sin2 θ
∂Ψ
∂φ
− 2s
[
M(r2 − a2)
∆
− r − ia cos θ
]
∂Ψ
∂t
+ (s2cot2θ − s)Ψ = 0, (2.80)
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na qual s assume os valores 0,±1,±2, correspondendo respectivamente a perturbac¸o˜es
escalares, eletromagne´ticas e gravitacionais.
Usando o Ansatz de Teukolsky
ΨLm = RLm(r, ω)SLm(θ, φ)e
−iωt , (2.81)
a equac¸a˜o (2.80) pode ser separada em duas equac¸o˜es diferenciais acopladas
∆−s
d
dr
(
∆s+1
dR
dr
)
+
[
K2 − 2is(r −M)K
∆
+ 4isωr − λ
]
R = 0, (2.82)
1
sin θ
d
dθ
(
sin θ
dS
dθ
)
+
[
a2ω2 cos2 θ − m
2
sin2 θ
− 2aωs cos θ
]
S (2.83)
−
[
2 cos θms
sin2 θ
− s2 cot2 θ + E − s2
]
S = 0 ,
em que
K ≡ (r2 + a2)ω − am, λ ≡ E − s(s+ 1) + (aω)2 − 2amω ,
e E = E(a, ω) e´ a constante de separac¸a˜o. Pelo fato dessas equac¸o˜es serem acopladas
na˜o podemos resolveˆ-las diretamente, pois as func¸o˜es R e S dependem da frequeˆncia ω.
A equac¸a˜o (2.83) forma um problema de Sturm-Liouville para cada (aω)2 complexo e m
inteiro positivo, cujas auto-func¸o˜es sa˜o os harmoˆnicos esferoidais SL|m|(θφ) com autoval-
ores E(L, |m|, ω). Estas autofunc¸o˜es formam um conjunto completo no caso de ω ser real
[16].
Usando a seguinte transformac¸a˜o [12]
χ = ∆s/2
√
r2 + a2R , (2.84)
na equac¸a˜o radial (2.82), esta pode ser reescrita como[
d2
dr2∗
+ V (r∗;ω, s, λ)
]
χ = 0 , (2.85)
em que a coordenada tartaruga neste caso e´ dada por
d
dr∗
=
∆
r2 + a2
d
dr
, (2.86)
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e o potencial efetivo e´
V (r∗;ω, s, λ) =
K2 − 2is(r −M)K +∆(4irωs− λ)
(r2 + a2)2
−G2 − dG
dr∗
, (2.87)
onde
G =
s(r −M)
r2 + a2
+
r∆
(r2 + a2)2
.
O problema das perturbac¸o˜es em torno da soluc¸a˜o de Kerr se reduz, da mesma forma que
no caso sem rotac¸a˜o, a um problema de penetrac¸a˜o de uma barreira de potencial.
O comportamento assinto´tico do potencial (2.87) leva ao comportamento
χ(r → r+) ∼ ∆±s/2e±ω¯r∗ ,
χ(r → +∞) ∼ r±se∓ω¯r∗ . (2.88)
Para R teremos
R(r → r+) ∼
 e
iω¯r∗
∆−se−iω¯r∗
 , (2.89)
R(r → +∞) ∼

e+iωr∗
r−(2s+1)
e−iωr∗
r
 , (2.90)
sendo ω¯ definido como ω¯ = ω −MΩH , com ΩH representando a velocidade angular do
buraco negro.
Nesta sec¸a˜o apresentamos as princiapis ide´ias sobre perturbac¸o˜es em buracos negros
em especial para os buracos negros de Schwarzschild e Kerr. Na pro´xima sec¸a˜o definiremos
modos quase-normais de um buraco negro, e o detalhamento da evoluc¸a˜o de campos na
me´trica de Kerr.
2.8 Modos Quasi-Normais(MQN)
Segundo Chandrasekhar [3], a descric¸a˜o da evoluc¸a˜o de uma pequena perturbac¸a˜o inicial
de um buraco negro pode, em princ´ıpio, ser determinada pela expressa˜o dessa perturbac¸a˜o
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em termos de uma superposic¸a˜o de modos normais de vibrac¸a˜o. No esta´gio final, entre-
tanto, espera-se que esta perturbac¸a˜o inicial decaia de maneira que expresse as principais
caracter´ısiticas do buraco negro perturbado, independentemente da natureza da pertur-
bac¸a˜o inicial. Espera-se, enta˜o, que os esta´gios finais da perturbac¸a˜o, o buraco negro
oscile com freˆqueˆncias e taxas de amortecimento caracter´ısticas unicamente dele pro´prio
[12]. Disto, definimos MQN como soluc¸o˜es das equac¸o˜es de perturbac¸a˜o cujas frequeˆncias
sejam complexas, que descrevam ondas que apenas imergem no horizonte de eventos e
ondas puramente emergindo no infinito.
As condic¸o˜es de contorno para que se obtenha os MQN sa˜o
Ψ(r∗ → ±∞) ∼ e±iωr∗ , (2.91)
cujas frequeˆncias sa˜o nu´meros complexos
ω = Re(ω) + Im(ω). (2.92)
A questa˜o da estabilidade das soluc¸o˜es tipo buraco negro define o sinal da parte
imagina´ria das frequeˆncias (2.92). A perturbac¸a˜o inicial deve cair de maneira amorte-
cida, dada a definic¸a˜o de MQN, com o tempo, isto e´, quando t → ∞ devemos ter
e−iωt = e−iRe(ω)teIm(ω)t → 0, que sera´ poss´ıvel apenas se Im(ω) < 0.
Os modos ou frequeˆncias quasi-normais, sa˜o as frequeˆncias ω determinadas pelas
soluc¸o˜es de uma equac¸a˜o do tipo (2.63)(2.85) juntamente com as condic¸o˜es de contorno
(2.91). Devemos considerar apenas ondas puramente emergentes no infinito e puramente
imergentes no horizonte de eventos, em me´tricas que sejam assinto´ticamente planas ou
assinto´ticamente de-Sitter, uma vez que e´ esta estrutura assinto´tica que determina estas
condic¸o˜es. Segundo [17], devido a semelhanc¸a entre MQN e ressonaˆncias de espalhamento,
estes modos podem ser identificados como po´los de uma apropriada func¸a˜o de Green.
Dada uma equac¸a˜o de onda do tipo (2.63) com potenciais V ≥ 0, podemos usar
a trasformac¸a˜o de Laplace para representar as soluc¸o˜es que tenham frequeˆncias quasi-
normais [18]. A trasformac¸a˜o de Laplace Ψ¯(s, r∗), com s > 0 e real, da soluc¸a˜o Ψ(t, r∗) e´
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dada pelo operador
L[Ψ(t, r∗), s] = Ψ¯(s, r∗) =
∫ ∞
0
e−stΨ(t, r∗) , (2.93)
aplicando este operador em (2.63) obtemos a seguinte equac¸a˜o diferencial ordina´ria
s2Ψ¯− Ψ¯′′ + V Ψ¯ = sΨ¯(0, r∗) + ∂
∂t
Ψ¯(0, r∗) . (2.94)
A parte inomogeˆnea dessa equac¸a˜o e´ determinada pelas condic¸o˜es de contorno, denotare-
mos esta parte por
h(s, r∗) = sΨ¯(0, r∗) +
∂
∂t
Ψ¯(0, r∗) . (2.95)
Podemos apresentar a soluc¸a˜o formal da equac¸a˜o (2.94) atrave´s do me´todo das func¸o˜es
de Green [13], que consiste em representar a soluc¸a˜o Ψ¯ em termos da func¸a˜o de Green
Gˆ(r∗, r
′
∗; s) e do termo inomogeˆneo (2.95), tal como
Ψ¯ =
∫
Gˆ(r∗, r
′
∗; s)h(s, r
′
∗)dr
′
∗ . (2.96)
Todas func¸o˜es de Green podem ser constru´ıdas a partir de duas soluc¸o˜es linearmente in-
dependentes da equac¸a˜o (2.94) quando (2.95) for zero. Sejam essas duas soluc¸o˜es f−(s, r∗)
e f+(s, r∗), enta˜o a func¸a˜o de Green correspondente sera´
Gˆ(r∗, r
′
∗; s) =
1
W (s)
 f−(s, r
′
∗)f+(s, r∗) r
′
∗ < r∗
f−(s, r∗)f+(s, r
′
∗) r
′
∗ > r∗
 , (2.97)
sendo W (s) o wronskiano, que nesse caso e´ dado por
W (s) = f−(s, r∗)
∂
∂r∗
f+(s, r∗)− f+(s, r∗) ∂
∂r∗
f−(s, r∗) . (2.98)
O comportamento assinto´tico dos potenciais V (r∗) sa˜o utilizados na selec¸a˜o das func¸o˜es
f−(s, r∗), f+(s, r∗).
Da representac¸a˜o em termos das func¸o˜es de Green da transformada de Laplace de
Ψ(t, r∗), podemos obter, usando a fo´rmula de inversa˜o complexa de Bromwich, formal-
mente Ψ(t, r∗) como
Ψ(t, r∗) =
1
2πi
∫
Ψ¯(t, r∗)e
stds . (2.99)
CAPI´TULO 2. RELATIVIDADE GERAL E BURACOS NEGROS 58
Tomamos a continuac¸a˜o anal´ıtica dessa integral em s, cuja integrac¸a˜o e´ feita ao longo da
reta s = j do plano complexo. O nu´mero j e´ real e escolhido de modo que a reta s = j
fique a` direita de todas singularidades de Ψ¯(t, r∗), e completada com um semi-c´ırculo C
de raio R. Usando o teorema dos res´ıduos neste contorno, temos que∮
Ψ¯(t, r∗)estds = 2πi
∑
si
Res(si) = −ΨQN , (2.100)
sendo Res(si) o res´ıduo correspondente ao po´lo si. Temos aisnda que∮
Ψ¯(t, r∗)estds = Ψ+ΨC +Ψt , (2.101)
ou seja, de maneira geral a onda pode ser escrita como a soma de treˆs termos
Ψ = ΨQN +ΨC +Ψcont , (2.102)
sendo o primeiro termo a contribuic¸a˜o quasi-normal da representac¸a˜o da onda. Por
(2.100), vemos que esta contribuic¸a˜o prove´m dos po´los na func¸a˜o Ψ¯, que sa˜o origina-
dos pelos zeros do Wronskiano. Ale´m disso, temos o termo Ψcont referente a integrac¸a˜o
pelo contorno usado para escapar da singularidade de ramificac¸a˜o, e o termo ΨC oriundo
da integrac¸a˜o pelo arco C.
A condic¸a˜o para que o Wrosnkiano se anule e´ que as func¸o˜es f−(s, r∗) e f+(s, r∗) sejam
linearmente dependentes, isto e´,
f+(s, r∗) = q(si)f−(s, r∗) , (2.103)
sendo q(si) uma constante que depende do modo quasi-normal.
Na sec¸a˜o anterior mencionamos que quaisquer duas das classes de soluc¸o˜es in, out,
up, down, podem ser escolhidas como soluc¸o˜es ba´sicas de um problema envolvendo per-
turbac¸o˜es no buraco negro de Schwarzschild. Para a caracterizac¸a˜o de MQN, os modos
in (2.74) e modos up (2.77) sa˜o os tipos adequados. O Wronskiano constru´ıdo a partir
desses modos e´
W[in,up] = Ψˆ
in
L (r∗)
d
dr∗
ΨˆupL (r∗)− ΨˆupL (r∗)
d
dr∗
ΨˆinL (r∗) = 2iωAin(ω) = 2iωBout(ω). (2.104)
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Para grandes valores de r o potencial (2.72) decai fracamente. Como consequeˆncia,
o decaimeto de uma perturbac¸a˜o inicial na˜o tera´ o comportamento de uma expone-
cial decrescente. No decaimento de um campo escalar massivo no espac¸o-tempo de
Schwarzschild, observa-se que para grandes valores de r, o campo decai como uma lei
de poteˆncia do tipo [19],
Ψ(r, t) ∼ t−(2L+P+1) , (2.105)
sendo P = 1, se o campo for esta´tico inicialmente e P = 2 se na˜o. A figura (2.7) mostra
a evoluc¸a˜o temporal de uma perturbac¸a˜o inicial em um buraco negro de Schwarzschild.
Figura 2.7: Perfil da evoluc¸a˜o temporal de uma perturbac¸a˜o inicial da me´trica de
Schwarzschild em escala loagr´ıtmica no quadro maior e linear no menor.
Uma das primeiras te´cnicas para a resoluc¸a˜o do problema de encontrar os MQN, e´
o me´todo WKB proposto por Schutz e Will [20]. Este me´todo e´ baseado no procedi-
mento padra˜o WKB usado para o estudo de espalhamentos em potenciais barreira. Eles
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mostraram que as frequeˆncias complexas podem ser estimadas a partir da relac¸a˜o
[Mωn]
2 = VL(r = rmax)− i
(
n+
1
2
)[
−2 d
2
dr2∗
VL(r = rmax)
]1/2
, (2.106)
sendo rmax o ma´ximo da barreira de potencial. O modo quasi-normal fundamental n = 0,
L = 1 e´ Mω ≈ (0.37− 0.09). Se considerarmos um buraco negro esfericamente sime´trico,
cuja massa seja M = 10M⊙, este modo fundamental corresponde a uma frequeˆncia de
1.2kHz, com um tempo de amortecimento de 0.55ms. Na tabela (2.1) tem-se as primeiras
quatro frequeˆncias quasi-normais. Observamos nesta tabela que aparte imagina´ria das
n L=2 L=3 L=4
0 0.37367 - 0.8896i 0.59944 -0.09270i 0.80918 - 0.9416i
1 0.34671 - 0.27391i 0.58264 -0.28130i 0.79663 - 0.28443i
2 0.30105 - 0.47828i 0.55168 - 0.47909i 0.77271 - 0.47991i
3 0.25150 - 0.70514i 0.51196 - 0.69034i 0.73984 - 0.68392i
Tabela 2.1: Primeiras frequeˆncias quasi-nomais do buraco negro de Schwarzschild.
frequeˆncias aumenta muito rapidamente, o que indica que modos com n grande na˜o con-
tribuem de maneira significante para o sinal gravitacional. A parte real se torna constante
para modos cada vez maiores. O perfil assinto´tico das frequeˆncias quasi-normais foi obtido
por Nollert [21] dado pela expressa˜o
Mωn ≈ 0.0437 + γ1√
2n+ 1
+ · · · − i
[
−1
8
(2n+ 1) +
γ1√
2n+ 1
· · ·
]
, (2.107)
com γ1 assumindo os valores 0.343, 0.7545 e 2.81, para L = 2, 3 e 6, respectivamente, em
que n → +∞. Para grande valores de L, a distribuic¸a˜o das frequeˆncias quasi-normais e´
dada por [22]
3
√
3Mωn ≈ L+ 1
2
− i
(
n+
1
2
)
. (2.108)
No caso de buracos negros em rotac¸a˜o, para cada valor de multipolo L existem 2L+1
modos distintos, que se aproximam dos valores obtidos para a me´trica de Schwarzschild
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quando a→ 0. Estes modos correspondem a diferentes valores de m, onde −L ≤ m ≤ L.
O trabalho pioneiro no ca´lculo dessas frequeˆncias para o caso com rotac¸a˜o e´ o de Detweiler
[23]. Um dos seus principais resultados e´ que para a→M e L = m, a parte imagina´ria dos
MQN fica praticamente constante e a parte real cresce monotonicamente. Para L = −m a
parte imagina´ria tende a zero e a parte real para−m/2. Isto sugere que um grande nu´mero
de modos quasi-normais possuem um amortecimento que aumenta vagarosamente quando
a→ M . Segundo [24], estes modos devem coalecer num u´nico modo sem amortecimento
para a = M . Quando paraˆmetro de rotac¸a˜o e´ igual a massa temos o buraco negro de Kerr
extremo, e e´ poss´ıvel mostrar que existe uma sequeˆncia infinita de frequeˆncias resonantes
com mesmo limite, neste caso.
2.9 O espalhamento super-radiante
Seja o espalhamento de uma onda numa barreira de potencial gerada por um buraco negro,
em geral espera-se que parte da onda incidente penetre na barreira de potencial e seja
absorvida pelo buraco negro e outra seja espalhada para o infinito. Como consequeˆncia,
teremos a amplitude da onda espalhada menor ou igual que a amplitude da onda incidente.
Considerando o caso de buracos negros em rotac¸a˜o isto na˜o e´ necessariamente verdade.
Uma onda incidente num buraco negro de Kerr pode ter sua amplitude amplificada num
experimento de espalhameto no potencial desse buraco negro [25] [26]. Esta energia
adicional, que aparece na amplitude espalhada no infintito e´ devido a absorc¸a˜o da energia
de rotac¸a˜o do buraco negro.
Consideremos enta˜o, o espalhamento de um campo escalar pelo potencial (2.87). O
comportamento assinto´tico para tal campo, neste caso, e´ dado por
χin(r∗ → r+) ∼ e−iω¯r∗ ,
χin(r∗ → +∞) ∼ Aouteiωr∗ + Aine−iωr∗ . (2.109)
Usando o complexo conjugado de χin, que chamaremos de χout, podemos calcular o Wrons-
kiano, sendo χin e χout as soluc¸o˜es escolhidas para (2.86). Enta˜o, usando a condic¸a˜o de
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que o Wronskiano seja constante, temos que(
1− mΩH
ω
)
|T |2 = 1− |R|2 , (2.110)
os coeficientes de trasmissa˜o T e reflexa˜o R sera˜o discutido mais adiante no cap´ıtulo
4, onde estudaremos este fenoˆmeno para o caso em que tenhamos uma dimensa˜o extra.
Desta equac¸a˜o fica claro que teremos o fenoˆmeno de amplificac¸a˜o da onda espalhada(super-
radiaˆncia R > 1) quando
ω < mΩH =
ma
2Mr+
, (2.111)
apenas para valores positivo de m.
Podemos observar esta extrac¸a˜o de energia do buraco negro atrave´s das condic¸o˜es de
contorno (2.89). Se ω¯ se torna negativo, a soluc¸a˜o com o termo e−iω¯r∗ sera´ vista por um
observador no infinito como uma onda emergente do horizonte de eventos. De acordo com
[25], o ma´ximo de amplificac¸a˜o da onda incidente e´ de 0.3% para uma onda escalar, 4.4%
para o campo eletromagne´tico e 138% para ondas gravitacionais. Voltaremos ao assunto
sobre a super-radiaˆncia no cap´ıtulo 4.
Cap´ıtulo 3
Sera´ o nosso Universo uma brana?
3.1 Motivac¸o˜es para os modelos de mundo brana
A teoria de supercordas apresenta-se ate´ o momento com grandes possibilidades de realizar
a unificac¸a˜o das quatro interac¸o˜es fundamentais numa u´nica descric¸a˜o coerente. Uma de
suas caracter´ısticas mais surpreendentes e´ a necessidade do aparecimento de dimenso˜es
espaciais extras ale´m das treˆs usuais. Esta ide´ia ja´ havia sido utilizada na de´cada de 1920
por Kaluza e Klein, no contexto da unificac¸a˜o da gravitac¸a˜o, cuja descric¸a˜o e´ dada pela
Relatividade Geral, com Eletromagnetismo de Maxwell numa u´nica teoria atrave´s do uso
de uma dimensa˜o espacial extra compactificada.
Existem verdadeiramente, cinco teorias de supercordas livres de anomalias: tipo I,
tipo IIA, tipo IIB, SO(32) e hetero´tica E8 × E8. O fato e´ que todas elas para serem
quaˆnticamente consistentes, necessitam em geral dez dimenso˜es espaciais. E´ nesse con-
texto que Horava e Witten conjecturaram, usando o fato das dualidades entre as diferentes
teorias de supercordas, que as cinco teorias livres de anomalias mais a supergravidade em
onze dimenso˜es sa˜o de fato diferentes aspectos de uma u´nica teoria, denominada teoria
M [28]. Esta teoria seria verdadeiramente a prescric¸a˜o u´nica para todas as interac¸a˜oes
fundamentais. E´ nesse contexto que surgem os modelos que pretendem encontrar algumas
propriedades na˜o perturbativas da conjectura de Horava-Witten, tais como os modelos de
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mundo brana.
Nessa busca por uma descric¸a˜o na˜o perturbativa da teoria M descobriu-se que outros
objetos de dimensa˜o maior que a das cordas, que aparecem devido as condic¸o˜es de con-
torno das equac¸o˜es de movimento na folha mundo, chamados de p−branas, no qual p se
refere a dimensionalidade da brana, realizam papel fundamental na teoria. Considerando
o regime de baixo acoplamento na interac¸a˜o entre cordas, as p−branas na˜o aparecem na
teoria perturbativa, sendo, portanto, um aspecto exato da descric¸a˜o. De particular im-
portaˆncia dentre as p−branas, esta˜o as D−branas, que sa˜o as estruturas onde as cordas
abertas se prendem. Falando de maneira simples, cordas abertas, que descrevem o setor
na˜o gravitacional da teoria, tem suas pontas presas nas branas, enquanto que as cordas
fechadas, que descrevem o setor gravitacional, podem mover-se livremente em todas di-
menso˜es. A esse conjunto de dimenso˜es a que as cordas fechadas tem acesso chamamos de
bulk. Classicamente, este cena´rio e´ realizado atrave´s da localizac¸a˜o da mate´ria e campos
radiativos na brana, enquanto as ondas gravitacionais podem se propagar em todo bulk.
Na conjectura de Horava-Witten, os campos de calibre do modelo padra˜o sa˜o confi-
nados em duas (1 + 9)−branas localizadas nos pontos fixos de um orbifold S1/Z2.1 As
6 dimenso˜es extras nas branas sa˜o compactificadas num raio muito pequeno, pro´ximo da
escala de Planck, para que este cena´rio esteja em acordo com os experimentos.
Podemos tomar esta descric¸a˜o de Horava-Witten como uma teoria efetiva em 5 di-
menso˜es, onde consideramos os campos de calibre definidos apenas nas (3+1)−branas, ou
simplesmente 3−branas, localizadas nos pontos fixos de um orbifold num bulk 5−dimensional.
Esta dimensa˜o espacial adicional pode ser maior que a escala de Planck, o que torna o es-
tudo desses modelos bastante atraente, pois se espera na pro´xima gerac¸a˜o de aceleradores
de part´ıculas tal como o LHC (Large Hadron Collider), chegar ate´ a faixa de energia onde
se podem encontrar ind´ıcios de dimenso˜es espaciais extras previstas por estes modelos de
mundo brana.
1Espac¸o obtido pela identificac¸a˜o x → −x com pontos fixos, isto e´, tal como na reta real o nu´mero
zero e´ identificado com ele mesmo portanto e´ um ponto fixo do orbifold.
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Considerar a descric¸a˜o de Horava-Witten, com uma teoria efetiva em 5−dimenso˜es e´ o
ponto de partida para o modelo de Randall-Sundrum de duas 3−branas definidas num bulk
5−dimensional [30] (RS1). Quando fazemos o raio do orbifold tender ao infinito, obtemos
o modelo de Randall-Sundrum com uma u´nica 3−brana num bulk 5−dimensional (RS2),
cuja dimensa˜o extra e´ infinita. Mas estas na˜o sa˜o as u´nicas tentivas de aplicar as ide´ias
advindas da conjectura da teoria M. Antes da tentativa de Randall-Sundrum, Arkani-
Hamed-Dimopoulos-Dvali (ADD) [32] tiveram a ide´ia de diminuir a escala de Planck
Mp ≡ M4 atrave´s do volume da dimensa˜o espacial extra compacta, considerando que a
gravidade se “espalhe” por este volume. Enta˜o a escala da Planck em quatro dimenso˜es
na˜o seria verdadeiramente a escala fundamental, mas apenas uma escala efetiva.
Para compreender as ide´ias do modelo ADD consideremos a ac¸a˜o gravitacional de
Einstein-Hilbert em (4 + d)-dimenso˜es [34],
Sg =
1
16πG4+d
∫
d4xddy
√−g4+d [R4+d − 2Λ4+d] , (3.1)
na qual G4+d e´ a constante da gravitac¸a˜o universal, g4+d o determinante da me´trica, Λ4+d
a constante cosmolo´gica e R4+d o escalar de Ricci, todas quantidades escritas em (4 + d)
dimenso˜es. E o sistema de coordenadas que cobre esta variedade (4 + d)−dimensional
e´ XA = (xµ, .., yd), sendo as letras gregas os ı´ndices 4−dimensionais tais como µ e as
letras latinas minu´nsculas representam o sistema de coordenadas das dimenso˜es extras
como d e as latinas maiu´sculas representam ı´ndices que percorrem todas as dimenso˜es,
tal convenc¸a˜o devera´ ser usada ao longo de todo este texto, ale´m do sistema de unidade
geome´trico no qual c = ~ = 1.
Aplicando o princ´ıpio de mı´nima ac¸a˜o em (3.1), obtemos as equac¸o˜es de campo de
Einstein,
G4+dAB ≡ R4+dAB g4+dAB −
1
2
g4+dAB R
4+d = −Λ4+dg4+dAB + κ24+dT 4+dAB , (3.2)
sendo T 4+dAB o tensor energia momento, e κ
2
4+d a constante de acoplamento da interac¸a˜o
gravitacional, cuja relac¸a˜o com a constante da gravitac¸a˜o universal e a massa de Planck
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M2+d4+d em 4 + d dimenso˜es e´
κ24+d = 8πG4+d =
8π
M2+d4+d
. (3.3)
No limite de campo fraco a equac¸a˜o(3.2) se reduz a` equac¸a˜o de Poisson (4+d)−dimensional,
cuja soluc¸a˜o e´ o potencial gravitacional
V4+d =
κ24+d
r1+d
, (3.4)
sendo r a coordenada radial em (1 + d) dimenso˜es. Nesta expressa˜o fica claro que se na˜o
tivermos nenhuma dimensa˜o espacial extra obteremos o potencial gravitacional usual,
mas do contra´rio a lei da gravitac¸a˜o universal deve levar correc¸o˜es. Podemos entender
isso da seguinte forma: se a escala de comprimento das dimenso˜es extras for L, enta˜o
para distaˆncias onde r < L, isto e´ para distaˆncias onde possamos medir estas dimenso˜es
extras, o potencial gravitacional deve ser corrigido e assumir a forma V = r−(1+d), mas
se observarmos a regia˜o onde r >> L, enta˜o estas dimenso˜es adicionais na˜o podera˜o
contribuir para o potencial gravitacional, logo para este caso o potencial gravitacional e´
simplesmente V = r−1.
Uma outra possibilidade e´ considerarmos r = L nas d dimenso˜es extras, assim modi-
ficando o potencial gravitacional para
V =
κ24+dL
−d
r
=
8π
LdM2+d4+d r
, (3.5)
ou seja
M24 = M
2+d
4+dL
d , (3.6)
a escala de Planck 4−dimensional se torna uma constante de acoplamento efetiva, descre-
vendo a gravidade apenas em regio˜es muito maiores que a escala das dimenso˜es extras.
Este tipo de hipo´tese de um universo com dimenso˜es espaciais extras seria impossi-
bilitado de se medir dentro da precisa˜o atual dos experimentos, mas pode sugerir uma
soluc¸a˜o para o problema da hierarquia, que se refere a` grande diferenc¸a entre a escala
de acoplamento da forc¸a eletrofraca Mew e a escala de acoplamento da gravitac¸a˜o M4,
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ja´ que se usarmos M4+d como constante de acoplamento fundamental, e fazendo-a da
ordem da escala eletrofraca 103GeV e M4 = 10
19GeV podemos inferir sobre a escala de
comprimento Ld das dimenso˜es extras
L =
(M4)
2
d
M
1+ 2
d
4+d
= 10
32
d (TeV )−1 , (3.7)
mas como 1cm = 1017(TeV )−1 , enta˜o
L = 10
32
d
−17cm . (3.8)
Nesta expressa˜o se tivermos d = 1, implica na violac¸a˜o da gravitac¸a˜o de Newton em
distaˆncias da ordem do Sitema Solar, mas se considerarmos duas dimenso˜es espaciais
extras,
L = 10−1mm. (3.9)
Os experimentos atuais que procuram desvios na lei da gravitac¸a˜o universal em escalas
submilime´tricas, permitem violac¸o˜es na regia˜o abaixo de (3.9). Enta˜o se considerarmos
a escala de Planck como uma constante de acoplamento efetiva obteremos uma soluc¸a˜o
para o problema da hierarquia.
No modelo ADD, como visto pela expressa˜o (3.8), devemos ter mais que uma dimensa˜o
espacial extra para que tenhamos compatibilidade entre a teoria e os experimentos, ale´m
disso estas dimenso˜es extras sa˜o planas. Ao contra´rio, nos modelos de Randall-Sundrum ,
as dimenso˜es extras sa˜o curvadas ou warped com o bulk sendo uma porc¸a˜o de um espac¸o-
tempo anti-De Sitter 5−dimensional(AdS5). Como na conjectura de Horava-Witten, as
branas de Randall-Sundrum possuem simetria Z2 (simetria de espelho), e possuem um
termo escalar chamado de tensa˜o que desempenha o papel de conter a influeˆncia da
constante cosmolo´gica negativa do bulk na brana. Nos modelos RS, as treˆs dimenso˜es
espaciais constatadas experimentalmente sa˜o protegidas das dimenso˜es extras no regime
baixas de energias, na˜o pelo fato destas serem compactificadas, mas sim por estas serem
curvadas, ou seja em RS podemos ter dimenso˜es extras grandes.
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Os modelos RS sa˜o modelos fenomenolo´gicos que refletem no mı´nimo algumas carac-
ter´ısticas poss´ıveis da conjectura da teoria M. No modelo RS com duas branas (RS2) e´
poss´ıvel o desenvolvimento de ide´ias acerca do princ´ıpio hologra´fico, que aparecem na con-
jectura da teoria M. Falando de maneira na˜o formal, a holografia sugere que a dinaˆmica
da gravitac¸a˜o num espac¸o-tempo de d−dimenso˜es pode ser determinado pelo conheci-
mento dos campos definidos na fronteira d − 1 deste espac¸o-tempo. A correspondeˆncia
ADS/CFT e´ um exemplo da holografia, no qual temos a dinaˆmica cla´ssica da gravitac¸a˜o
em um espac¸o-tempo AdSd equivalente a dinaˆmica quaˆntica da teoria de campos conforme
na fronteira d − 1. O modelo RS2 com um bulk AdS5 satisfaz esta correspondeˆncia no
regime perturbativo de baixa ordem [35].
3.2 Soluc¸a˜o de Randall-Sundrum
O primeiro modelo RS [30] foi proposto com o intuito de resolver o problema da hierarquia
entre as constantes de acoplamento da interac¸a˜o eletrofraca e da gravitacional por meio de
uma u´nica dimensa˜o espacial extra compacta entre duas branas, cuja localizac¸a˜o destas
se da´ nos pontos fixos do orbifold S1/Z2.
Fac¸amos agora neste modelo de duas branas (RS2) a dimensa˜o extra compacta com
domı´nio −πrc < y < πrc, sendo rc o raio de compactificac¸a˜o. A nossa brana (nosso
universo) esta´ localizada em y = πrc a segunda brana, a qual na˜o temos acesso, em y = 0.
Consideraremos as letras gregas representando os ı´ndices das quantidades 4−dimensionais
(µ, ν = 0...3) e as letras latinas maiu´sculas os ı´ndices 5−dimensionais(M,N = 0...4).
Dadas estas condic¸o˜es supo˜e-se a seguinte ac¸a˜o para este modelo, no qual o bulk na˜o
possui mate´ria,
S =
∫
d4x
∫
dy
√−g5 [−2Λ +R5]M35 +∫
d4x
√
−gvis4 [Lvis − λvis] +
∫
d4x
√−gesc4 [Lesc − λesc] , (3.10)
na qual as quantidades 5−dimensionais sa˜o a constante cosmolo´gica Λ, a escala de Planck
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fundamental, o escalar de Ricci R5, o determinate da me´trica g5, e as quantidades
4−dimensionais λvis, λesc, as tenso˜es na brana vis´ıvel e escondida respectivamente. Ale´m
disso, Lvis e Lesc representam a lagrangiana da mate´ria presente em cada brana.
As branas sa˜o hipersuperf´ıcies singulares segundo o formalismo de Israel [36]. Do ponto
de vista 5−dimensional, as lagrangeanas da mate´ria confinada em cada brana podem ser
expressas com func¸o˜es delta de Dirac. Logo podemos escrever
Lvis − λvis =
√
−gvis4 λvisδ(y − π) ,
Lesc − λesc =
√−gesc4 λescδ(y) . (3.11)
Desta forma, variando a ac¸a˜o (3.10) obteremos
δS =
∫
d4xdyδ(
√−g5)[−2Λ +R5]M35 +
√−g5M35 [δ(R5)]
+
∫
d4x
[
δ(
√−gesc4 )λescδ(y)]+ ∫ d4x[δ(√−gvis4 )λvisδ(y − πrc)] , (3.12)
onde
δ
√−g5 = −1
2
√−g5gMNδgMN ,
δ
√
−gvis4 = −
1
2
√
−gvis4 gµνvisδgvisµν ,
δ
√−gesc4 = −12√−gesc4 gµνescδgescµν ,
δR = −RMNδgMN . (3.13)
Na u´ltima identidade usamos a equac¸a˜o de Palatini para anular δRMN . Substituindo
(3.13) em (3.12), obtemos
δS =
∫
d4xdy
[
−1
2
√−g5gMNδgMNM35 [R5 − 2Λ] +
√−g5M35 [−RMNδgMN ]
]
+
∫
d4x
[
−1
2
√
−gvis4 gµνvisδgvisµν λvisδ(y − πrc)]
]
+
∫
d4x
[
−1
2
√−gesc4 gµνescδgescµν λescδ(y)] . (3.14)
Usando a seguinte relac¸a˜o entre a me´trica 5−dimensional e a me´trica induzida em
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cada brana,
δgvisµν = δgMNδ
M
µ δ
N
ν ,
δgescµν = δgMNδ
M
µ δ
N
ν , (3.15)
e aplicando o princ´ıpio de mı´nima ac¸a˜o δS = 0, obtemos as equac¸o˜es de campo
√−g5
[
RMN − 1
2
gMNR5
]
= − 1
2M35
[√−g5ΛM35gMN +√−gvis4 gµνvisδMµ δNν λvisδ(y − πrc)]
− 1
2M35
√−gesc4 gµνescδMµ δNν λescδ(y) . (3.16)
O Ansatz de Randall e Sundrum para resolver estas equac¸o˜es de campo e´ um elemento
de linha na˜o fatora´vel 5−dimensional, onde e´ introduzindo o chamado fator de warp que
multiplica o termo 4−dimensional,
ds2 = e2σ(y)ηµνdx
µdxν + dy2 , (3.17)
no qual ηµν e´ a me´trica de Minkowski em 4 dimenso˜es, note que tomamos o raio de
compactificac¸a˜o rc igual a 1. Enta˜o segundo esta proposta podemos calcular as equac¸o˜es
de campo e encontrar as propriedades da func¸a˜o σ(y).
As u´nicas componentes na˜o nulas da conexa˜o para a me´trica (3.17), com i, j = 1, 2, 3
(neste caso ı´ndices repetidos na˜o devem ser somados), sa˜o
Γ00y = Γ
0
y0 = Γ
0
0y = Γ
i
iy = Γ
i
iy =
dσ(y)
dy
,
Γy00 = −Γyii = e2σ(y)
dσ(y)
dy
. (3.18)
Usando estes resultados, e´ poss´ıvel encontrar as componentes na˜o nulas do tensor de Ricci,
Ryy = − ∂
∂y
(
Γ0y0 + 3Γ
i
yi
)− (Γ00yΓ00y + 3ΓiyiΓiyi) (3.19)
= −4
(
d2
dy2
σ(y) +
(
d
dy
σ(y)
)2)
,
Rii =
∂
∂y
Γyii + 2Γ
y
iiΓ
0
0y = −e2σ(y)
(
d2
dy2
σ(y) + 4
(
d
dy
σ(y)
)2)
, (3.20)
R00 =
∂
∂y
Γy00 + 2Γ
y
00Γ
0
y0 = e
2σ(y)
(
d2
dy2σ(y)
+ 4
(
d
dy
σ(y)
)2)
. (3.21)
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O escalar de curvatura 5−dimensional sera´
R = −8 d
2
dy2
σ(y)− 20
(
d
dy
σ(y)
)2
. (3.22)
Substituindo os resultados (3.19-3.22) nas equac¸o˜es de campo (3.16), obtemos duas
equac¸o˜es independentes, sendo GMN o tensor de Einstein 5−dimensional,
Gyy = −Λgyy ⇒ 6
(
d
dy
σ(y)
)2
= −Λ , (3.23)
G00 = −Gii = −
[
3
d2
dy2
σ(y) + 6
(
d
dy
σ(y)
)]
=
1
2M35
(
2M35Λ + δ(y − π)λvis + δ(y)λesc
)
. (3.24)
A equac¸a˜o (3.23) pode ser integrada diretamente. Considerando a simetria de orbifold,
temos
d
dy
σ(y) =
√
−Λ
6
⇒ σ(y) = ±|y|
√
−Λ
6
. (3.25)
Substituindo o resultado de (3.23) em (3.24),
d2
dy2
σ(y) = − 1
6M35
[λvisδ(y − π) + λescδ(y)] . (3.26)
Derivando a equac¸a˜o (3.25) duas vezes,
d
dy
σ(y) = ± d
dy
|y|
√
−Λ
6
= ± [Θ(y)−Θ(y − π)]
√
−Λ
6
,
d2
dy2
σ(y) = ±2 [δ(y)− δ(y − π)]
√
−Λ
6
. (3.27)
Comparando (3.27) com (3.26), chegamos a conclusa˜o que a proposta de Randall-
Sundrum sera´ soluc¸a˜o das equac¸o˜es de campo se tivermos
−λvis = λesc = ±12M35
√
−Λ
6
, (3.28)
definindo,
κ =
1
l
=
√
−Λ
6
, (3.29)
onde l e´ a escala de curvatura do bulk. Portanto temos, para (3.28)
−λvis = λesc = ±12M35κ . (3.30)
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Note que e´ imprescind´ıvel que o bulk seja AdS para que haja um fine tuning entre os
termos de tensa˜o das branas e a constante cosmolo´gica no bulk. Enta˜o a soluc¸a˜o de
Randall-Sundrum sera´
ds2 = e±2k|y|ηµνdxµdxν + dy2 . (3.31)
3.3 Gerac¸a˜o da hierarquia
Apo´s termos certeza de que a proposta de Randall-Sundrum e´ uma soluc¸a˜o 5−dimensional
das equac¸o˜es de Einstein no va´cuo, devemos estudar como o termo exponencial gera a
hierarquia entre a escala de Planck efetivaM4 e a escala de Planck fundamental M5. Para
isto, consideremos flutuac¸o˜es gravitacionais sem massa em torno da soluc¸a˜o (3.31),
gˆµν = ηµν + hµν , (3.32)
no qual gˆµν e´ a me´trica 4−dimensional perturbada e |hµν | << 1 representa a pequena
perturbac¸a˜o na me´trica de Minkowski ηµν .
Estamos interessados em perturbac¸o˜es de modo zero, ou seja, os gra´vitons f´ısicos
advindos da decomposic¸a˜o de Kaluza-Klein de ˆgµν , isto implica que o modo zero deve ser
independente de y. Tomando apenas o termo da ac¸a˜o (3.10) que representa a curvatura
S =
∫
d4x
∫
dy
√
e±8|y|κ[−gˆ]M35 e±2κ|y|Rˆ , (3.33)
na qual gˆ e Rˆ sa˜o quantidades escritas com (3.32). Enta˜o integrando em y temos a ac¸a˜o
efetiva em 4 dimenso˜es,
S4 = ±
∫
d4xM35
√
−gˆRˆ1
κ
[
e±2κπrc − 1] , (3.34)
disto podemos indentificar a massa de Planck efetiva M4 como
M24 = ±
M35
κ
[
e±2κπrc − 1] . (3.35)
Se tomarmos o sinal negativo na equac¸a˜o acima, vemos que a relac¸a˜o entre as duas es-
calas de massa depende fracamente do raio de compactificac¸a˜o no limite de κrc grande,
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possibilitando a gerac¸a˜o de hierarquia exponencial entre essas duas quantidades ape-
sar do pequeno efeito da exponencial na determinac¸a˜o da escala de Planck. Dado que
gvisµν = e
−2πκrc ˆgMNδMν δNν , e´ poss´ıvel mostrar que qualquer massa m0 medida por um ob-
servador na brana vis´ıvel corresponde a uma massa f´ısica m = e−2πκrcm0 na teoria funda-
mental em mais dimenso˜es apenas com uma u´nica dimensa˜o extra, contrastando com o
modelo ADD, que necessita de pelo menos duas dimenso˜es espaciais extras. Esse cena´rio
e´ chamado modelo de Randall-Sundum de duas branas, onde a brana em que vivemos
possui tensa˜o negativa, o que leva a uma interac¸a˜o gravitacional repulsiva, o que na˜o
nos parece razoa´vel. Podemos superar esta dificuldade abandonando a dimensa˜o extra
compacta fazendo rc → ∞ e escolhendo o sinal positivo para a tensa˜o na brana vis´ıvel
(3.30). Isto foi feito por Randall e Sundrum no trabalho seguinte [31], mostrando que
a escala de Planck continua finita apesar de na˜o haver nenhuma compactificac¸a˜o na di-
mensa˜o extra. Uma consequeˆncia disto e´ a existeˆncia de um estado ligado do gra´viton
sem massa 4−dimensional localizado na brana vis´ıvel, fazendo com que recobremos a lei
da gravitac¸a˜o 1/r2 observada em escalas de baixas energias.
Vamos considerar, com o propo´sito de mostrar a localizac¸a˜o deste modo zero na brana,
a soluc¸a˜o (3.31) perturbada com o sinal negativo [37]
ds2 =
[
e−2πκrcηµν + hµν
]
dxµdxν + dy2 , (3.36)
sendo hµν = f(x
µ, y) e gˆµν = [e−2πκrcηµν + hµν ].
Calculemos enta˜o todas quantidades necessa´ria para a construc¸a˜o das equac¸o˜es de
campo para a perturbac¸a˜o hµν . Os termos na˜o nulos da conexa˜o sa˜o
Γµyν =
1
2
gˆµκ
∂
∂y
gˆνκ ,
Γyνα = −
1
2
gˆyy
∂
∂y
gˆνα , (3.37)
e as componentes do tensor de Ricci (R
(4)
µν denota a parte puramente 4−dimensional)
Rνα = R
(4)
µν +
∂
∂y
Γyνα + Γ
y
ναΓ
µ
yµ − ΓβyνΓyβκ − ΓyνµΓµyκ ,
Ryy = −
[
∂
∂y
Γµµy + Γ
β
yµΓ
µ
yβ
]
. (3.38)
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Usando o calibre de Randall-Sundrum
∂
∂xµ
hµν = hµµ = 0 ,
temos explicitamente
Γyνα = −
1
2
∂
∂y
[
e−2κ|y|ηνα + hνα
]
= κ
d
dy
|y|e−2κ|y|ηνα − ∂
∂y
hνα ,
Γµνy =
1
2
∂
∂y
[
hνκ + e
−2κ|y|ηνκ
] [
ηµκ − e2κ|y|hµκ] e2κ|y|
2
= κ
d
dy
|y|e2κ|y|ηνκhµκ − κ d
dy
|y|δµν + ηµκ
∂
∂y
hκν . (3.39)
Tomando a derivada primeira em relac¸a˜o a y
∂
∂y
Γyνα = −
[
2κ2
(
d
dy
|y|
)2
e−2κ|y|ηνα +
1
2
∂2
∂y2
hνα − κe−2κ|y|ηνα d
2
dy2
|y|
]
,
∂
∂y
Γµyν = 2κe
2κ|y| d
dy
|y| ∂
∂y
hµν +
1
2
e2κ|y|
∂2
∂y2
hµν + κe
2κ|y|hµν
d2
dy2
|y| − κδµν
d2
dy2
|y|
+ 2κ2e2κ|y|hµν
(
d
dy
|y|
)2
. (3.40)
Ale´m disso, com
ΓβµyΓ
µ
yβ = 4κ
2
(
d
dy
|y|
)2
,
ΓyνκΓ
µ
µy = −4κ2e−2κ|y|ηνκ
(
d
dy
|y|
)2
+ 2κ
∂
∂y
hνκ
d
dy
|y| ,
ΓyνyΓ
y
βκ = κ
2
[
hνκ − e−2κ|y|ηνκ
]( d
dy
|y|
)2
+ κ
∂
∂y
hνκ
d
dy
|y| , (3.41)
e´ poss´ıvel calcular explicitamente (3.38)
Ryy = −4κ
[
κ
(
d
dy
|y|
)2
− d
2
dy2
|y|
]
,
Rνα = rR
(4)
να + κe
−2κ|y|ηνα
(
d
dy
|y|
)2
+ κ
∂
∂y
hνα
d
dy
|y|+ κ2hνα
(
d
dy
|y|
)2
, (3.42)
o escalar de curvatura
R = gˆναRνα = gˆ
ναR(4)να − 16κ2
(
d
dy
|y|
)2
+ 4κ
d2
dy2
|y| . (3.43)
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Usando as identidades (
d
dy
|y|
)2
= 1 ,
d2
dy2
|y| = 2δ(y) ,
podemos reescrever o tensor de Einstein como
Gνα = G
(4)
να +8κ
2hνα+6κ
2e−2κ|y|ηνα− 1
2
∂2
∂y2
hνα−8κhναδ(y)−6κηναe−2κ|y|δ(y) . (3.44)
Igualando este resultado a (3.28) na brana, temos
G(4)µν −
1
2
∂2
∂y2
hµν − 2κhµν + 2κ2hµν = 0 ,
e no calibre de Randall-Sundrum
G(4)µν =
1
2
e2κ|y|
∂2
∂xc∂xc
hµν .
Disto obtemos as equac¸o˜es de campo para as perturbac¸o˜es hµν(x
µ, y)[
1
2
e2κ|y|
∂2
∂xc∂xc
− 1
2
∂2
∂y2
+ 2κ2 − 2κδ(y)
]
hµν = 0 . (3.45)
Para obtermos os modos de hµν devemos utilizar a decomposic¸a˜o de Kaluza-Klein
para estas flutuac¸o˜es 5−dimensionais, que correspondem a um nu´mero infinito de modos
do campo hµν(x
µ) vistos por um observador confinado na brana, que correspondem aos
modos de Fourier dos campos em 5 dimenso˜es hµν(x
µ, y). Isto so´ e´ poss´ıvel se a dimensa˜o
extra for perio´dica e compactada com raio 2πrc, o que e´ o caso do modelo de Randall-
Sundrum com duas branas, mas na˜o do modelo com dimensa˜o extra infinita. Para este
u´ltimo em vez de uma se´rie de Fourier obtemos uma transformada de Fourier e em vez de
um espectro discretizado infinito para os modos hµν(x
µ) teremos um espectro cont´ınuo.
As perturbac¸o˜es gravitacionais em modelos de mundo brana foram estudadas de forma
pormenorizada em [33]. Para verificar se o modo zero das flutuac¸o˜es esta´ confinado
na brana, para que a lei da gravitac¸a˜o de Newton seja recobrada, fac¸amos a seguinte
separac¸a˜o de varia´veis
hµν(x
µ, y) = eimxΩµν(y),
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substituindo na equac¸a˜o de campo (3.45), obtemos[
∂2
∂y2
+ 4κδ(y) +m2e2κ|y| − 4κ2
]
Ωµν(y) = 0, (3.46)
Para o modo zero, isto e´, para m = 0, a soluc¸a˜o e´
Ω0 = e−2κ|y|, (3.47)
que e´ algo que procura´vamos para conseguir o confinamente deste modo, ja´ que o alcance
do gra´viton de modo zero, segundo esta soluc¸a˜o e´ 1/2κ = l/2, onde l e a escala de
curvatura do bulk, e mede a penetrac¸a˜o dos gra´vitons na dimensa˜o extra. Esta escala e´
tipicamente pequena, possibilitando o confinamento do modo zero. A soluc¸a˜o geral para
a equac¸a˜o de campo (3.46) e´ uma combinac¸a˜o linear de func¸o˜es de Bessel do primeiro tipo
Jn(x) de segundo tipo Yn(x),
Ωµν = AµνJ2(my) +BµνY2(my), (3.48)
na qual Aµν e Bµν sa˜o constantes a serem determinadas pelas condic¸o˜es de contorno. No
modelo de Randall-Sundrum com dimesa˜o extra infinita, as condic¸o˜es de contorno levam
ao espectro cont´ınuo dos modos de Kaluza-Klein, enquanto no modelo de duas branas
com dimensa˜o extra compacta leva a discretizac¸a˜o desses modos.
Acerca das ide´ias dos modelos de Randall-Sundrum, podemos dizer que sempre pode-
mos identidficar uma dessas hipersuperf´ıcies como o nosso universo e outra como uma
contraparte escondida. No primeiro desses cena´rios, a nossa brana possui tensa˜o negativa
e e´ poss´ıvel gerar completamente a hierarquia com apenas uma dimensa˜o extra com-
pactificada com um raio rc ≤ 0.1mm, enquanto que no segundo cena´rio fazemos a brana
escondida tender ao infinito, possibilitando o aparecimento de uma dimensa˜o extra infini-
ta, que na˜o gera completamente a hierarquia mas apresenta o modo zero de Kaluza-Klein
completamente localizado na brana f´ısica com tensa˜o positiva.
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3.4 Formalismo Shiromizu-Maeda-Sasaki
Esta sec¸a˜o se baseia no trabalho de Shiromizu, Maeda e Sasaki [38] acerca de uma apre-
sentac¸a˜o covariante para as quantidades f´ısicas descritas nos modelos de mundo brana.
A ide´ia fundamental e´ projetar todas as quantidades geome´tricas 5−dimensionais em 4
dimenso˜es usando a equac¸a˜o de Gauss e a equac¸a˜o de Codazzi.
Primeiramente, seguindo o trabalho de W. Israel [36], buscaremos as relac¸o˜es de Gauss
e Codazzi. Para isso consideremos o bulk como sendo uma variedadeM com me´trica gMN
de assinatura (+−−−−...) em D dimenso˜es, uma hipersuperf´ıcie V (D−1)dimensional,
que sera´ identificado como uma brana, com me´trica qµν tambe´m de assinatura (+−−−
−...), imersa em M .
Consideremos uma curva λ ∈M parametrizada por t, e um campo vetorial A definido
nessa curva, enta˜o sua derivada absoluta nessa curva sera´(
∂
∂t
A
)M
≡ ∂
∂t
AM + ANΓMNP
d
dt
xP . (3.49)
Sendo n o vetor normal a hipersuperf´ıcie V ,
n · n = ε(n) , (3.50)
onde ε(n) = +1 quando n for do tipo espac¸o (V tipo tempo) e ε(n) = −1 para n do tipo
tempo (V tipo espac¸o).
Utilizando a base de vetores e(α) do espac¸o tangente T (V ) de V podemos escrever o
desclocamento infinitesimal em V como
ds = e(α)dξ
α , (3.51)
sendo {ξα} o sistema de coordenadas da hipersuperf´ıcie.
A derivada covariante de um campo vetorial Aα na˜o pertencente a T (V ), intr´ınseca a
V , e´
Aα;β = e(α) · ∂
∂ξβ
A =
∂
∂ξβ
−AδΓδ,αβ , (3.52)
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sendo
Γδ,αβ = e(δ)
∂
∂ξβ
e(α) . (3.53)
Assim, a derivada covariante intr´ınseca e o tensor de Riemann Rδαβγ associado, na˜o de-
pendem do bulk onde V esta´ mergulhada. Estas quantidades sa˜o invariantes frente a
mudanc¸a de M que preserva a me´trica qµν de V .
As propriedades geome´tricas na˜o intr´ınsecas aparecem quando perguntamos como V
se apresenta para um observador em M . Este tipo de quantidades sa˜o medidas atrave´s
da variac¸a˜o do vetor unita´rio (3.50) em relac¸a˜o ao sistema de coordenadas {ξα}, ou seja
devemos calcular
∂
∂ξα
n = Kβαe(β) , (3.54)
no qual Kαβ e´ definido como a curvatura extr´ınseca de V com relac¸a˜o aM . Multiplicando
ambos lados desta equac¸a˜o por e(λ)
Kαβ e(α)e(λ) = e(λ) ·
∂
∂ξβ
n , (3.55)
e usando o fato de que qαλ = e(α) · e(λ), temos
Kβλ = e(λ) · ∂
∂ξβ
n , (3.56)
mas
∂
∂ξα
(
n · e(β)
)
= 0⇒ e(β) · ∂
∂ξα
n = −n · ∂
∂ξα
e(β) , (3.57)
pois n⊥e(β), logo
Kαβ = −n · ∂
∂ξα
e(β) = −n · ∂
∂ξβ
e(α) = Kβα . (3.58)
Podemos obter a equac¸a˜o de Gauss-Weingarten usando este resultado. Para isso mul-
tipliquemos toda equac¸a˜o por n, e usando (3.50)
−ε(n) ∂
∂ξα
= nKαβ , (3.59)
multiplicando ambos lados por ε(n) obtemos
− ∂
∂ξα
e(β) = ε(n)Kαβn , (3.60)
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usando o resultado
− ∂
∂ξα
e(β) = e(δ)Γ
δ
αβ , (3.61)
chegamos a equac¸a˜o de Gauss-Weingarten
∂
∂ξβ
eα = −ε(n)Kαβn+ eδΓδαβ . (3.62)
Para encontrarmos as equac¸o˜es de Gauss e Codazzi, comec¸amos operando com ∂/∂ξα em
(3.62) usando (3.54) e (3.58),
∂
∂εγ
(
∂
∂ξβ
e(α)
)
= n
∂
∂ξγ
Kαβ +KαβK
δ
γe(δ)+ e(δ)
∂
∂ξγ
Γδαβ +Γ
δ
αβKδγn+Γ
λ
αβΓ
δ
λγeδ . (3.63)
Se considerarmos o campo vetorial na˜o tangente A(u, v) definido em uma superf´ıcie xM =
xM(u, v) ∈M , podemos calcular a relac¸a˜o de comutac¸a˜o de Ricci, que define o tensor de
curvatura RMQNPA
Q[(
∂
∂u
∂
∂v
− ∂
∂v
∂
∂u
)
A
]M
=
[
∂
∂u
,
∂
∂v
]
AM = RMQNPA
Q∂x
N
∂u
∂xP
∂v
, (3.64)
que pode ser calculada usando (3.62) e (3.63) com ε(n) = −1. Assim,[
∂
∂ξγ
, ∂
∂ξβ
]
e(α) = n
(
∂
∂ξγ
Kαβ − ∂∂ξβKαγ + ΓδαβKγδ − ΓδαγKδβ
)
+
e(δ)
(
KαβK
δ
γ −KαδKδβ + ∂∂ξγΓδαβ − ∂∂ξβΓδαγ + ΓλαβΓδλγ − ΓλαγΓδλβ
)
. (3.65)
Podemos agora representar explicitamente o tensor de curvatura extr´ınseco RMNQP em
func¸a˜o das quantidades intr´ınsecas a V , enta˜o usando (3.64),[
∂
∂ξγ
,
∂
∂ξβ
]
eM(α) = R
M
QLRe
Q
(α)e
L
(γ)e
R
(β) , (3.66)
comparando este resultado com (3.65) chegamos a equac¸a˜o de Gauss, que corresponde a
parte na˜o normal
RMQLRe
M
(δ)e
Q
(α)e
L
(γ)e
R
(β) = KαβKδγ −KαγKδβ +
(
∂
∂ξγ
Γδαβ − ∂
∂ξβ
Γδαγ + Γ
λ
αβΓδλγ − ΓλαγΓδλβ
)
,
ora, o termo entre pareˆnteses nada mais e´ do que o tensor de curvatura da hipersuperf´ıcie
V , Rδαγβ , logo a equac¸a˜o de Gauss pode ser escrita como
RMQLRe
M
(δ)e
Q
(α)e
L
(γ)e
R
(β) = KαβKδγ −KαγKδβ +Rδαγβ . (3.67)
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Da parte normal, obtemos a equac¸a˜o de Codazzi
RMQLRn
MeQ(α)e
L
(γ)e
R
(β) = Kαγ;β −Kαβ;γ . (3.68)
A me´trica qαβ induzida na hipersuperf´ıcie e´ relacionada com a me´trica gMN de M por,
qαβ = gMNe
M
(α)e
N
(β) − nMnN , (3.69)
e usando as relac¸o˜es
eMδ = e
Meδ = q
M
δ ,
eQα = e
Qeα = q
M
α ,
podemos reescrever as equac¸o˜es de Gauss e Codazzi, respectivamente, como
Rαβγδ = R
M
NPQq
α
Mq
N
β q
P
γ q
Q
δ +K
α
γKβδ −Kαδ Kβγ , (3.70)
Kβα;β −K;α = RPQnQqPα , (3.71)
sendo K = Kαα o trac¸o da curvatura extr´ınseca.
Vamos fazer um estudo das quantidades geome´tricas envolvidas o mais geral poss´ıvel
sem nos atermos, por enquanto, a modelos de universo tipo brana. Na˜o faremos dis-
tinc¸a˜o entre os ı´ndices da hipersuperf´ıcie (V, qµν) e os do bulk (M, gAB) tomando ambos
representados por letras gregas.
Da expressa˜o (3.70) segue que
qµν = gµν − nµnν ,
qµν = gµν − nµnν ,
qµν = δ
µ
ν − nµnν , (3.72)
ale´m disso
nµn
µ = 1 ,
qµνn
µ = 0 ,
gµνn
µnν = 1 . (3.73)
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Desta forma reescrevemos as equac¸o˜es de Gauss e Codazzi, respectivamente, como
(4)Rαβγδ =
(5)Rµνρδq
α
µq
ν
βq
ρ
γq
σ
δ +K
α
γKβδ −Kαδ −Kβγ , (3.74)
Kνµ;ν −K;µ = (5)Rρσnσqρµ . (3.75)
Precisamos das equac¸o˜es de Einstein para relacionar estas quantidades geome´tricas
com as fontes de energia-momento, mas para fazer isso necessitamos do tensor de Ricci,
que aparece quando contra´ımos α e γ na equac¸a˜o de Gauss usando qγα
(4)Rαβγδq
γ
α =
(5)Rµνρδq
γ
αq
α
µq
ν
βq
ρ
γq
σ
δ +K
α
γKβδq
γ
α − qγαKαδ −Kβγ ,
mas
K = qγαK
α
γ ,
qαµ = q
αλqλµ ,
enta˜o, usando a s identidades (3.70) temos
(4)Rβδ =
(5)Rµνρσq
γ
αq
αλ (gλµ − nλnν) qνβqργqσδ +KKβδ −Kαδ Kβα
= (5)Rλνρσq
γλqνβq
ρ
γq
σ
δ − (5)Rµνρσqγαqαλnλnµqνβqργqσδ +KKβδ −Kαδ Kβα ,
usando novamente (3.70)
= (5)Rλνρσ
(
gγλ − nγnλ) (δργ − nρnγ) qνγqσδ +KKβδ −Kαδ Kβα , (3.76)
= (5)Rλνρσg
λρqνβq
σ
δ − (5)Rλνρσgγλnρnγqnuβ qσδ + (5)Rλνρσnσnλnρnγqνβqσδ
− (5)Rλνρσnσnλδργqνβqσδ +KKβδ −Kαδ Kβα ,
finalmente,
(4)Rβδ =
(5)Rνσq
ν
βq
σ
δ − (5)Rγνρσnρnγqνβqσδ +KKβδ −Kαδ Kβα . (3.77)
Calculando o escalar de Ricci 4−dimensional (4)R = qµνRµν ,
(4)Rβδq
βδ = (5)Rνσq
ν
βq
σ
δ q
βδ − (5)Rγνρσnρnγqνβqσδ qβδ + qβδKKβδ −Kαδ Kβαqβδ ,
(4)R = (5)Rνσq
νσ − (5)Rγνρσnρnγqνβqσδ qβδ −KαβKαβ +K2. (3.78)
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Usando (3.77) e (3.78) podemos construir o tensor de Einstein 4−dimensional (4)Gβδ
(4)Gβδ =
(4)Rβδ − 1
2
qβδ
(4)R,
= (5)Rνσq
ν
βq
σ
δ − (5)Rγνρσnρnγqνβqσδ +KKβσ −Kαδ Kβδ
− 1
2
qβδ
[
(5)Rτθq
τθ − (5)Rγτρθqβδnγnρqτβqθδ −K2 −KαβKαβ
]
,
definindo
E˜βδ ≡ (5)Rγνρσnρnγqνβqσδ , (3.79)
enta˜o
(4)Gβδ =
[
(5)Rνσ − 1
2
qνσ
(5)Rτθ
(
gτθ − nτnθ)] qνβqσδ − E˜βδ
+ KKαβ −Kαδ Kβα −
1
2
qβδ
(
K2 −KαβKαβ
)
+
1
2
(5)Rγτρθnγn
ρqτβq
θ
δq
βδqβδ ,(3.80)
Utilizando as relac¸o˜es (3.73), obtemos a seguinte relac¸a˜o
1
2
(5)Rτθgνσn
τnσqνβq
σ
δ =
1
2
(5)Rτθqβδn
τnθ ,
que substitu´ıda na equac¸a˜o (3.80) da´ como resultado
(4)Gβδ =
(5)Gνσq
ν
βq
σ
δ − E˜βδ +KKβδ −Kαδ Kβδ −
1
2
qβδ
(
K2 −KαβKαβ
)
+
1
2
qβδ
[(
gτθ − nτnθ) (5)Rλτρθnλnρ +Rτθnτnθ] .
Se usarmos a simetria do tensor de Riemman
(5)Rλτρθ = −(5)Rλτθρ = −(5)Rθρτλ = (5)Rθρλτ
gλρnτnθ(5)Rλτρθ = g
τθnλnρ(5)Rλτρθ ,
enta˜o
(5)Rλτρθn
λnθnτnρ = 0 , (3.81)
Estas relac¸o˜es nos permitem escrever o tensor de Einstein como
(4)Gβδ =
(5)Gνσq
ν
βq
σ
δ − E˜βδ +KKβδ −Kαδ Kβα (3.82)
− 1
2
qβδ
(
K2 −KαβKαβ
)
+ qαβ
(5)Rτθn
τnθ , (3.83)
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com
E˜βδ =
(5)Rγνρσn
ρnγq
ν
βq
σ
δ . (3.84)
Esta u´ltima expressa˜o pode ser escrita em func¸a˜o do tensor de Weyl 5−dimensional se
usarmos a decomposic¸a˜o do tensor de Riemann no tensor de Ricci, escalar de Ricci e
tensor de Weyl, tal como em [1]
(5)Rγνρσ =
1
D − 2
[
gγρ
(5)Rνσ − gγσ(5)Rνρ − gνρ(5)Rγσ + gνσ(5)Rγρ
]
−
(5)R
(D − 1)(D − 2) [gγρgνσ − gγσgνρ] +
(5)Cγνρσ ,
no qual D e´ o nu´mero total de dimenso˜es, em nosso caso consideraremos D = 5. Deste
modo podemos reescrever(3.84),
E˜βδ =
1
3
[
gγρ
(5)Rνσ − gγσ(5)Rνρ − gνρ(5)Rγσ + gνσ(5)Rγρ
]
nρnγqνβq
σ
δ
− 1
12
[gγρgνσ − gγσgνρ] (5)Rnρnσqνβqσδ + (5)Cγνρσnρnγqνβqσδ ,
=
1
3
[
(5)Rνσq
ν
βq
σ
δ + gνσn
ρnγqνβq
σ
δ
(5)Rγρ
]
− 1
12
gνσq
ν
βq
σ
δ
(5)R + (5)Cγνρσn
ρnγqνβq
σ
δ .
Consideremos agora a equac¸a˜o de Einstein 5−dimensional
(5)Rαβ − 1
2
gαβ
(5)R = κ25Tαβ , (3.85)
de onde segue o escalar de Ricci a partir da contrac¸a˜o dos ı´ndices α e β
(5)R = −2
3
κ25T
α
α . (3.86)
Assim sendo, obtemos
(5)Rνσ =
κ25
3
[
3Tνσ − κ25gνσT αα
]
. (3.87)
Definindo
Eβδ ≡ (5)Cγνρσnρnγqνβqσδ . (3.88)
Substituindo os resultados (3.86)-(3.88) na expressa˜o para E˜βδ chegamos a
E˜βδ =
(5)Cγνρσn
ρnγqνβq
σ
δ +
κ25
3
Tνσq
ν
βq
σ
δ
− κ
2
5
6
qβδT
α
α +
κ25
3
Tγρn
ρnγqβδ . (3.89)
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Depois disto, a equac¸a˜o de Einstein (3.80) pode ser escrita como
(5)Gβδ =
2
3
κ25
[
Tνσq
ν
βq
σ
δ +
(
Tγρn
γnρ − 1
4
T αα
)]
+ KKβδ −Kαδ Kβα −
1
2
qβδ
(
K2 −KαβKαβ
)− Eβδ . (3.90)
Este e´ um dos resultados que procura´vamos, o outro vem da equac¸a˜o de Codazzi (3.71)
DαK
α
ν −DµK =
K25
3
(3Tνρ − T αα gνρ)nνnρ
= κ25Tνρn
νqρµ −
κ25
3
T αα gνρn
νqρµ ,
mas como gνρn
νqρµ = 0 , teremos
DαK
α
µ −DµK = κ25Tνρnνqρµ . (3.91)
Os resultados (3.90) e (3.91) foram obtidos de forma geral, levando em conta apenas
as equac¸o˜es de Gauss, Codazzi e Einstein. Para usarmos estas relac¸o˜es obtidas no estudo
de modelos de mundo brana devemos escrever o tensor energia momento 5−dimensional
na forma
Tµν = −Λ5gµν + δ(y) [τµν − λqµν ] . (3.92)
O primeiro termo e´ a contribuic¸a˜o ao tensor energia-momento da constante cosmolo´gica
do bulk, o segundo termo e´ todo confinado na brana, formado pela energia de va´cuo ou
tensa˜o da brana λ e pelo tensor energia momento τµν da mate´ria e campos confinados.
Esta contribuc¸a˜o da brana pode ser totalmente determinada se soubermos quais sa˜o os
campos e part´ıculas presentes na brana. Disto temos que τµνn
ν = 0, pois na˜o pode haver
fluxo na direc¸a˜o y de part´ıculas e campos que sa˜o confinados.
Ha´ uma forma muito u´til de relacionar a curvatura extr´ınseca Kµν ao tensor energia-
momento da brana. Tal forma foi obtida por W.Israel [36] e e´ conhecida como condic¸o˜es
de junc¸a˜o de Israel. Derivaremos a seguir tais v´ınculos.
Seja enta˜o uma hipersuperf´ıcie (V, qµν) que divide a variedade (M, gµν) em dois subes-
pac¸os com extremidades M+ e M−. Suponhamos que V seja uma camada superficial,
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enta˜o a curvatura extr´ınseca medida em uma das extremidades deve ser diferente da
medida no outro, isto e´,
K+µν −K−µν = γµν , (3.93)
sendo em geral γµν e´ um tensor na˜o nulo, que segundo a ide´ia de Israel e´ devido a existeˆncia
de uma distribuic¸a˜o de energia finita sobre a hipersuperf´ıcie V . Esta descontinuidade
na curvatura extr´ınseca pode enta˜o em princ´ıpio ser expressa em func¸a˜o deste tensor
energia momento definido em (V, qµν). Usaremos o chamado sistema de coordenas normais
definidas pelo conjunto xµ = {xα, y}, onde y representa a distaˆncia geode´sica de um ponto
em V ate´ um ponto em M . Seja enta˜o uma quantidade finita y = ǫ que e´ e localizac¸a˜o
da extremidade V − e V + localizada em y = 0. Com isso o vetor normal a V pode ser
expresso por
nα = δ
y
α
K+µν −K−µν = K±µν =
1
2
[
∂
∂y
gµν
]±
. (3.94)
Da equac¸a˜o de Codazzi (3.71), temos
RyQLRe
Q
(α)e
L
(γ)e
R
(β) = Kαγ;β −Kαβ;γ ,
tomando a componente normal desta relac¸a˜o,
RyQyRe
Q
(α)e
R
(β) =
∂
∂y
Kαβ . (3.95)
Tomando o trac¸o do tensor de Riemann na equac¸a˜o de Gauss (3.67) temos
RMQMRe
Q
(α)eR
(β)
= KαβK
M
M −KMβ KαM +RMαMβ . (3.96)
Dos resultados (3.95) e (3.96) chegamos a
RQRe
Q
(α)e
R
(β) = −
∂
∂y
Kαβ +KαβK
M
M −KMβ KαM +RMαMβ ≡ −
∂
∂y
Kαβ +Hαβ . (3.97)
Mas da equac¸a˜o de Einstein
RQR = κ
2
5
(
TQR − 1
3
gQRT
M
M
)
,
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vemos que ela pode ser integrada usando (3.97) no intervalo [0, ǫ]∫ ǫ
0
RQRe
Q
(α)e
R
(β)dy = γαβ +Hαβǫ ,
tomando o limite ǫ→ 0
lim
ǫ→0
[
κ25
∫ ǫ
0
(
TQR − 1
3
gQRT
M
M
)
eQ(α)e
R
(β)
]
= γαβ .
Definindo o tensor energia momento da hipersuperf´ıcie V por
Sαβ ≡ lim
ǫ→0
[∫ ǫ
0
TQRe
Q
(α)e
R
(β)
]
,
podemos relacionar a descontinuidade γαβ da curvatura extr´ınseca com o conteu´do de
energia da brana tal como
γαβ = κ
2
5
[
Sαβ − 1
3
qαβS
ρ
ρ
]
, (3.98)
que sa˜o as equac¸o˜es de junc¸a˜o de Israel. A prescric¸a˜o consiste em considerar o ten-
sor me´trico cont´ınuo ao longo da brana, mas com derivadas descont´ınuas. Essa descon-
tinuidade na derivada indica a existeˆncia de uma distribuc¸a˜o de energia na hipersuperf´ıcie.
Enta˜o se integrarmos esta parte descont´ınua nas equac¸o˜es de Gauss e Codazzi termos ex-
plicitamente a relac¸a˜o, da mesma forma que em (3.98), que identifica a descontinuidade
na curvatura da brana com seu conteu´do de energia.
Usando a simetria espelho Z2 podemos calcular tanto a curvatura extr´ınseca em V
+
como em V −, portanto podemos omitir tais ı´ndices. Subtituindo as equac¸o˜es de junc¸a˜o
(3.98) em (3.90) com
Sµν = −λqµν + τµν ,
chegamos nas equac¸o˜es para a interac¸a˜o gravitacional na brana
(4)Gµν =
κ25
2
(
Λ +
κ25
6
λ2
)
qµν + 8πG4τµν
+
κ45
4
(
1
3
ττµν +
1
4
qµντ
αβταβ − τµαταν −
1
6
qµντ
2
)
− Eµν , (3.99)
com
Eµν =
(5)Cαβρσnαn
ρqβµq
ρ
ν .
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Observemos que as equac¸o˜es de Einstein usuais sa˜o obtidas se fizermos κ5 → 0 mantendo
G4 constante, e que o lado esquerdo da equac¸a˜o (3.99) conte´m termos quadra´ticos do
tensor energia momento dos campos e mate´ria na brana. Estes termos sa˜o de grande
importaˆncia na e´poca em que o universo era jovem, onde as energias envolvidas eram da
ordem da escala de Planck e, portanto, seus efeitos na˜o podem ser desprezados. Ale´m
disso, temos ainda o termo Eµν , que e´ a parte ele´trica do tensor de Weyl. Este termo
carrega a informac¸a˜o sobre o campo gravitacional fora da brana. Pode-se mostrar que
este termo e´ nulo quando o bulk e´ um espac¸o-tempo puramente AdS. Em geral, para os
outros tipos de bulk a parte ele´trica do tensor de Weyl sera´ diferente de zero. Segundo
[38], podemos relacionar tal quantidade com o conteu´do de mate´ria confinado na brana.
Tomando a equac¸a˜o de Codazzi (3.91) e a expressa˜o (3.98), chegaremos a equac¸a˜o de
conseravc¸a˜o para a mate´ria na brana
DνK
ν
µ −DµK ∝ Dντ νµ = 0 ,
ale´m disso, das identidades de Bianchi,
Dµ(4)Gµν = 0 ,
implicam na relac¸a˜o entre Eµν e τµν
DµEµν =
κ45
4
[
ταβ (Dνταβ −Dβτνα) + 1
3
Dµτ (τµν − qµντ)
]
.
O termo Eµν na˜o e´ poss´ıvel de ser determinado sem conhecermos em detalhes a ge-
ometria do bulk espac¸o-temporal, mas sua divergeˆncia e´ conhecida a partir da configu-
rac¸a˜o de mate´ria da brana. Para um observador confinado, este termo aparece como
um efeito na˜o-local ou fantasma, ja´ que na˜o pode ser determinado pelas informac¸o˜es
puramente 4−dimensionais. Esta expressa˜o mostra qualitativamente como as variac¸o˜es
4−dimensionais no conteu´do de mate´ria e energia confinados podem ser fontes para os
modos de Kaluza-Klein.
A equac¸a˜o para o campo gravitacional induzido (3.99) apresenta duas importantes
modificac¸o˜es das equac¸o˜es de Einstein 4−dimensionais padra˜o. Estas correc¸o˜es surgem
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a partir dos efeitos da dimensa˜o extra. A primeira delas e´ o aparecimento de correc¸o˜es
no regime de altas energias, representado pelo segundo termo do lado direito de (3.99)
que e´ proporcional a termos quadra´ticos no tensor energia-momento da mate´ria e campos
confinados. Tal termo e´ desprez´ıvel se a tensa˜o da brana ou energia de va´cuo λ for muito
maior que a densidade de energia ρ contida na brana, mas domina o regime em que λ≪ ρ.
O segundo fator modificador e´ a projec¸a˜o do tensor de Weyl na brana representado por
Eµν . Este fator carrega os efeitos dos gra´vitons 5−dimensionais. Por construc¸a˜o, Eµν na˜o
tem trac¸o e possui 9 componentes independentes que sa˜o reduzidas a 5 devido a equac¸a˜o
(3.100).
3.5 Campos escalares no Bulk
Pode-se mostrar que a soluc¸a˜o (3.48) na˜o se aplica apenas ao setor gravitacional. No
trabalho [39], os autores mostraram que se obtem a mesma equac¸a˜o diferencial para o
a parte do campo escalar que e´ func¸a˜o da dimensa˜o extra. A proposta e´ estender a
decomposic¸a˜o de Kaluza-Klein para os campos no bulk na˜o gravitacionais. Consideremos
a ac¸a˜o para um campo escalar no bulk, cuja dimensa˜o extra e´ compactificada com os
pontos fixos de orbifold sendo a posic¸a˜o das branas ,
S =
1
2
∫
d4x
∫ π
−π
dy
√−g5gAB
[
∂
∂xA
Φ
∂
∂xB
Φ−m2Φ2
]
, (3.100)
onde m e´ da ordem de M5. Explicitamente
S =
1
2
∫
d4x
∫ π
−π
dy
√−g5[gµν ∂
∂xµ
Φ
∂
∂xν
Φ + gyy
∂
∂xµ
Φ
∂
∂xν
Φ−m2Φ] , (3.101)
substituindo a soluc¸a˜o de Randall-Sundrum (3.31), com
√−g5 = e−4σ(y)
temos
S =
1
2
∫
d4x
∫ π
π
dyrc
[
e−2σ(y)ηµν
∂
∂xµ
Φ
∂
∂xν
Φ− 1
r2c
e−4σ(y)
∂
∂xµ
Φ
∂
∂xν
Φ−m2e−4σ(y)Φ2
]
,
(3.102)
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mas
e−4σ(y)Φ
∂
∂y
Φ =
∂
∂y
[
e−4σ(y)Φ
∂
∂y
Φ
]
− Φ ∂
∂y
[
e−4σ(y)
∂
∂y
Φ
]
∫ π
−π
e−4σ(y)
∂
∂y
Φ
∂
∂y
Φdy =
[
e−4σ(y)Φ
∂
∂y
Φ
]π
−π
−
∫ π
−π
Φ
∂
∂y
[
e−4σ(y)
∂
∂y
φ
]
, (3.103)
e usando as condic¸o˜es de Israel[
∂
∂y
Φ
]
y=π
=
[
∂
∂y
Φ
]
y=−π
,
temos que ∫ π
−π
e−4σ(y)
[
∂
∂y
Φ
∂
∂y
Φ
]
dy = −
∫ π
−π
Φ
[
e−4σ(y)
∂
∂y
Φ
]
dy ,
enta˜o podemos reescrever a ac¸a˜o (3.102) como
S =
1
2
∫
d4x
∫ π
−π
rcdy
[
e−2σ(y)ηµν
∂
∂xµ
Φ
∂
∂xν
Φ− 1
r2c
Φ
∂
∂y
[
e−4σ(y)
∂
∂y
Φ
]
−m2e−4σ(y)Φ2
]
.
(3.104)
Para realizarmos a decomposic¸a˜o de Kaluza-Klein escrevemos Φ(xµ, y) como a seguinte
soma de modos
Φ(xµ, y) =
∑
n
ψn(x
µ)
φn(y)√
rc
, (3.105)
e substituindo na ac¸a˜o (3.104) temos considerando φn(y) com a normalizac¸a˜o∫ π
−π
dye−2σ(y)φnφm = δnm , (3.106)
a equac¸a˜o de movimento para φn(y)
−φn
r2c
d
dy
[
e−4σ(y)
dφn
dy
]
+m2e−4σ(y)φ2n = m
2
ne
−2σ(y)φ2n , (3.107)
disto (3.104) pode ser escrita na forma
S =
1
2
∑
n
∫
d4x
[
ηµν
∂
∂xµ
ψm
∂
∂xν
ψn −m2nφ2n
]
. (3.108)
Observamos nesta u´ltima expressa˜o que da mesma forma como ocorre compactificac¸a˜o de
Kaluza-Klein, o campo escalar Φ(xµ, y) se apresenta para um observador 4−dimensional
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como um campo que apresenta uma parte totalmente 4−dimensional mais um termo to-
talmente dependente da dimensa˜o extra compactificada. A magnitude desse termo e´ dada
por uma torre infinita de modos representados pelas massas m2n. Este resultado esta´ em
pleno acordo com o obtido por Randall-Sundrum para o setor perturbativo gravitacional.
Fazendo a mudanc¸a de varia´veis
zn ≡ mn
κ
eσ(y) ,
fn = e
−2σ(y)φn ,
em (3.107) chegamos a seguinte equac¸a˜o diferencial
z2n
d2
dz2n
fn + zn
d
dzn
fn + fn
[
z2n −
(
4 +
m2
κ2
)]
= 0 , (3.109)
cuja soluc¸a˜o sa˜o as func¸o˜es de Bessel de ordem υ =
√
4 +m2/κ2,
φn(y) = e
2σ(y)
[
AnυJυ
(mn
κ
e2σ(y)
)
+BnυYυ
(mn
κ
e2σ(y)
)]
, (3.110)
da mesma forma que encontrada por Randall-Sundrum. Enta˜o podemos concluir que da
mesma forma que no setor perturbativo gravitacional, o setor perturbativo escalar gera a
mesma equac¸a˜o diferencial que governa a parte proveniente da dimensa˜o extra compacta
do campo escalar no bulk. Mostraremos no u´ltimo cap´ıtulo que a equac¸a˜o (3.109) tambe´m
e´ obtida no caso em que consideramos a me´trica induzida na brana sendo o espac¸o-tempo
de Schwarzschild ou Kerr.
3.6 E´ poss´ıvel modelar buracos negros no mundo brana?
O fato de o campo gravitacional ter acesso as dimensa˜oes extras, traz problemas referentes
ao confinamento da mate´ria na brana e consequentemente ao aparecimento de condic¸o˜es
favora´veis a formac¸a˜o de objetos compactos, que eventualmente levariam a um colapso
gravitacional e a formac¸a˜o de buracos negros. Ale´m disso, ha´ o aparecimento de fenoˆmenos
na˜o locais, vistos por um observador confinado, referente ao termo Eµν . Ainda ha´ a
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dificuldade de implementar a continuidade da me´trica induzida e da curvatura extr´ınseca
atrave´s da brana.
Sendo a regia˜o exterior a uma estrela ou buraco negro, uma regia˜o de va´cuo, enta˜o as
seguintes equac¸o˜es sa˜o satisfeitas
Rµν = −Eµν ,
Rµµ = E
µ
ν = 0 ,
DµEµν = 0 . (3.111)
Como o termo de Weyl Eµν carrega correc¸o˜es em altas energias aos modos de Kaluza-
Klein, o processo de colapso gravitacional sera´ em geral diferente do processo tratado em
Relatividade Geral 4−dimensional.
O candidato a buraco negro no mundo brana proposto por Chamblin, Hawking e Reall
[40] e´ o mais natural. O termo de Weyl e´ nulo nessa construc¸a˜o, que consiste em assumir
que a me´trica induzida na brana e´ a me´trica de Schwarzschild, a qual se expande no bulk,
atrave´s de um empilhamento de me´tricas induzidas atrave´s do bulk extra dimensional.
Denotando a me´trica induzida por gˆµν , temos que a me´trica 5−dimensional e´ dada por
(5)ds2 = e−2κ|y|gˆµνdxµdxν + dy2 , (3.112)
sendo
gˆµν = e
2κ|y|gµν = −
(
1− 2GM
r
)
dt2 +
(
1− 2GM
r
)−1
dr2 + r2
(
sin2 θdφ2 + dθ2
)
.(3.113)
De fato, se a me´trica gˆµν for soluc¸a˜o das equac¸o˜es de Einstein 4−dimensionais, isto e´,
se tivermos Rˆµν = 0, a equac¸a˜o (3.113) sera´ soluc¸a˜o da equac¸a˜o
(5)GAB = −Λ5(5)gAB.
Um observador no bulk vera´ uma singularidade em forma de linha perpendicular a
brana para todos valores de y. Cada superf´ıcie y = constante consiste no espac¸o-
tempo de Schwarzschild 4−dimensional. Esta soluc¸a˜o e´ conhecida como corda negra de
Schwarzschild, e como foi mostrado em [40] na˜o esta´ localizada na brana y = 0. Como
dissemos, o termo de Weyl nesta soluc¸a˜o e´ nulo, o que leva a violac¸a˜o das correc¸o˜es em
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altas energias. O quadrado do tensor de curvatura para esse caso e´
(5)RABCD
(5)RABCD = 40κ2 +
48G2M2
r6
e4|y|κ , (3.114)
que diverge no horizonte AdS z = 1/κeyκ =∞.
A corda negra ainda sofre da chamada instabilidade de Gregory-Laflame [41], que torna
o sistema insta´vel para distaˆncias pro´ximas do horizonte AdS, sendo esta´vel apenas em
regio˜es pro´ximas a brana. No trabalho [40], os autores conjecturaram que o horizonte de
eventos da corda negra deve se fechar, formando algo chamado de cigarro negro, que na˜o
sofre instabilidades, sendo, segundo a conjectura, a u´nica soluc¸a˜o esta´vel em 5 dimenso˜es
que descreve o ponto final de um colapso gravitacional na brana. O fato e´ que essa soluc¸a˜o
na˜o e´ localizada na brana e, portanto, falha na descric¸a˜o de buracos negros realistas na
brana.
Ja´ que a soluc¸a˜o mais o´bvia falha, o pro´ximo passo dado na busca da descric¸a˜o desses
objetos e´ considerar soluc¸o˜es em que Eµν seja na˜o nulo, isto foi feito em [42], mas nesse
caso so´ ha´ o conhecimento da me´trica induzida, na˜o foi encontrada uma me´trica que
descreva esta objeto no bulk. Na˜o ha´ soluc¸o˜es tipo buraco negro localizados na brana.
Sem essa caracter´ıstica, na˜o podemos modelar buracos negros astrof´ısicos.
Ha´ um caso especial [43] em que foi poss´ıvel encontrar uma soluc¸a˜o de buraco ne-
gro localizada. Tal soluc¸a˜o e´ encontrada considerando uma 2−brana imersa num bulk
4−dimensional.
Pelo fato do termo de Weyl carregar a assinatura da dimensa˜o extra, e´ de se es-
perar que no estado final do processo realista de colapso gravitacional na brana, aparec¸a
esta assinatura. Se isto acontecer, o buraco negro formado deve ter um cabelo extra,
contrastando com o teorema do na˜o-cabelo da Relatividade Geral em 4 dimenso˜es.
O que podemos concluir sobre a modelagem de buracos negros no mudo brana e´ que o
assunto ainda esta´ em aberto. Ha´ muitos problemas referentes a` estabilidade das soluc¸o˜es
e localizac¸a˜o, bem como um bom entendimento do processo de colapso gravitacional.
Cap´ıtulo 4
Espac¸o-tempo de
Kerr-Randall-Sundrum
Neste cap´ıtulo apresentaremos alguns resultados encontrados no estudo da evoluc¸a˜o de
uma perturbac¸a˜o escalar no espac¸o-tempo de Kerr-Randall-Sundrum, que consiste em
considerar, de forma ana´loga a [40], a me´trica induzida na 3−brana como a soluc¸a˜o de
Kerr, imersa num bulk 5−dimensional.
4.1 Buracos Negros em rotac¸a˜o no mundo brana
A extensa˜o das soluc¸o˜es de Schwarzschild e Kerr da Relatividade Geral 4−dimensional
para n dimenso˜es foi realizada no trabalho de Meyers et al [44]. Para o caso de Kerr, a
me´trica, considerando apenas um paraˆmetro de rotac¸a˜o, e´ dada por
ds2n−Kerr = −
(
∆− a2 sin2 θ
Σ
)
dt2 − 2a (r
2 + a2 −∆)
Σ
dtdφ
+
[
(r2 + a2)
2 −∆a2 sin2 θ
Σ
]
sin2 θdφ2 +
Σ
∆
dr2
+ Σdθ2 + r2 cos2 θdΩ2n , (4.1)
sendo Σ = r2 + a2 cos2 θ, ∆ = r2 + a2 − µr1−n e dΩ2 a me´trica da esfera unita´ria
n−dimensional. A me´trica (4.1) descreve um buraco negro assinto´ticamente plano, no
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va´cuo com massa e momento angular proporcionais a µ e µa, respectivamente, e supondo-
se µ, a > 0.
O horizonte de eventos e´ localizado em r = rH . Se n = 1, o horizonte de eventos existe
apenas para a < (µ)
1
2 , com a´rea que se reduz a zero no limite do buraco negro de Kerr
extremo, isto e´ , para o limite a → (µ) 12 . No caso n ≥ 2, a condic¸a˜o para o horizonte
de eventos ∆ = 0 possui apenas uma ra´ız exata para um valor arbitra´rio a > 0. Na˜o ha´
buraco negro de Kerr extremo para n ≥ 2.
Sengupta [45] utilizou a generalizac¸a˜o (4.1) como um mundo brana de (n+1) dimenso˜es
no contexto de RS, considerando esta me´trica como uma corda negra com rotac¸a˜o na˜o
nula que intercepta a brana de (n−1) dimenso˜es numa me´trica que representa uma buraco
negro em rotac¸a˜o.
Em [46] foi considerado, de maneira ana´loga ao me´todo de [40], a me´trica (4.1) com
n = 1 sendo a me´trica que representa a intersecc¸a˜o de uma brana com uma corda negra
em rotac¸a˜o 5−dimensional num bulk de RS. A intersecc¸a˜o descreve o buraco negro de
Kerr 4−dimensional. A me´trica para esta corda negra em rotac¸a˜o e´ dada por
ds25−Kerr =
l2
z2
{
−
(
∆− a2 sin2 θ
Σ
)
dt2 +
Σ
∆
dr2 + Σdθ2
+
4aMr sin2 θ
Σ
dtdφ+
[
(r2 + a2)
2 −∆a2 sin2 θ
Σ
]
sin2 θdφ2 + dz2
}
, (4.2)
com z = leyκ e ∆ = r2+a2−2Mr. Introduzindo a coordenada ω = z− z0, a brana estara´
localizada em ω = 0, com
ds25−Kerr =
l2
(|ω|+ z0)2
{
−
(
∆− a2 sin2 θ
Σ
)
dt2 +
Σ
∆
dr2 + Σdθ2
+
4aMr sin2 θ
Σ
dtdφ+
[
(r2 + a2)
2 −∆a2 sin2 θ
Σ
]
sin2 θdφ2 + dω2
}
.(4.3)
O quadrado do tensor de Riemann para esta me´trica e´ dado por [46]
RABCDR
ABCD = 40κ4 +
48M2z4κ4
Σ6
(
r2 − a2 cos2 θ) (r2 − 14a2r2 cos θ + a4 cos4 θ) .(4.4)
Desta equac¸a˜o podemos observar que para r = 0 e θ = π/2 obtemos a singularidade
em forma de anel caracter´ıstica da soluc¸a˜o de Kerr. Da mesma f
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de modelar buracos negros em branas atrave´s da me´trica de Schwarzschild, produz uma
corda negra que e´ insta´vel nas proximidades do horizonte AdS e sofre da instabilidade
de Gregory-Laflamme [40], neste caso com rotac¸a˜o ocorre o mesmo, sendo este sistema
insta´vel a distaˆncia pro´ximas do horizonte AdS.
4.2 Perturbac¸a˜o escalar em Kerr-RS
Apesar da me´trica (4.3) ser uma soluc¸a˜o insta´vel pro´xima ao horizonte AdS, procuraremos
nesta sec¸a˜o estudar a evoluc¸a˜o de um campo escalar neste espac¸o-tempo. O campo escalar
sera´ considerado como um campo de teste, no sentido de que atrave´s do estudo de sua
evoluc¸a˜o poderemos inferir, talvez, sobre algumas propriedades dessa geometria (4.3), que
passaremos a chamar de Kerr-Randall-Sundrum (Kerr-RS).
Escrevendo (4.2) como
ds2Kerr−RS = f(z)
[
ds24−Kerr + dz
2
]
, (4.5)
com f(z) = l2/z2, e
ds24−Kerr = −
(
1− 2Mr
Σ2
)
dt2 +
Σ2
∆
dr2 + Σ2dθ2 − 4Mr
Σ
a sin2 θdφdt
+
[(
r2 + a2
)
sin2 θ +
2Mr
Σ2
a2 sin2 θ
]
dφ2 . (4.6)
As componentes contravariantes dessa me´trica sera˜o
g00 = − 1
f(z)Σ2
[
∆−1(r2 + a2)2 − a2 sin2 θ] , (4.7)
g03 = − 1
f(z)Σ2
(
4Mra
∆
)
,
g11 =
∆
f(z)Σ2
,
g22 =
1
f(z)Σ2
,
g33 =
1
f(z)Σ2
(
1
sin2 θ
− a
2
∆
)
,
g44 =
1
f(z)
, (4.8)
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que no caso z = l se reduzem a`s componentes do caso padra˜o [14]. O determinante de
(4.6) e´ dado por
det (gAB) ≡ G = −f 5(z)Σ4 sin2 θ . (4.9)
A equac¸a˜o que da´ a dinaˆmica do campo escalar Φ(xµ, z) (xµ = t, r, θ, φ) com massa
µ2 e´ a equac¸a˜o de Klein-Gordon
1√−G
∂
∂xA
(
gAB
√−G ∂Φ
∂xB
)
+ µ2Φ = 0 . (4.10)
Tal equac¸a˜o, usando os resultados (4.7) e (4.9), assume a seguinte forma expandida
− 1
fΣ2
[
(r2 + a2)2
∆
− a2 sin2 θ
]
∂2Φ
∂t2
− 4Mra
∆fΣ2
∂2φ
∂t∂φ
+
+
1
f 5/2Σ2 sin θ
∂
∂r
(
f 5/2Σ2 sin θ
∆
fρ2
∂Φ
∂r
)
+
1
f 5/2Σ2 sin θ
∂
∂θ
(
f 5/2Σ2 sin θ
∆
fΣ2
∂Φ
∂θ
)
+
+
1
fΣ2
(
1
sin2 θ
− a
2
∆
)
∂2Φ
∂φ2
+
1
f 5/2
∂
∂z
(
f 3/2
∂Φ
∂z
)
+ µ2Φ = 0 .
Analogamente a` separac¸a˜o de varia´veis usada em [14], podemos escrever o campo Φ
em termos dos harmoˆnicos apropriados a`s condic¸o˜es de simetria
Φ(xµ, z) = R(r)S(θ)Y (z)eimφe−iωt . (4.11)
Substituindo este resultado em (4.11) e em seguida multiplicando os dois lados da equac¸a˜o
resultante por Φ−1(xµ, z)
1
Σ2
[
(r2 + a2)2
∆
− a2 sin2 θ
]
ω2 − 4Mra
∆Σ2
(mω) +
1
R(r)Σ2
d
dr
(
∆
dR(r)
dr
)
+
1
Σ2 sin θS(θ)
d
dθ
(
sin θ
dS(θ)
dθ
)
+
1
Y (z)f 3/2
d
dz
(
f 3/2
dY (z)
dz
)
− m2
(
1
sin2 θ
− a
2
∆
)
1
Σ2
+ µ2f = 0 .
Agora, podemos separar esta equac¸a˜o em duas outra equac¸o˜es: uma dependente somente
da coordenada da dimensa˜o extra, a coordenada z, e outra equac¸a˜o dependente das co-
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ordenadas xµ, sendo Q a constante de separac¸a˜o,
1
Σ2
[
(r2 + a2)2
∆
− a2 sin2 θ
]
ω2 − 4Mra
∆Σ2
(mω) +
1
R(r)Σ2
d
dr
(
∆
dR(r)
dr
)
(4.12)
+
1
Σ2 sin θS(θ)
d
dθ
(
sin θ
dS(θ)
dθ
)
−m2
(
1
sin2
− a
2
∆
)
1
Σ2
−Q = 0 ,
d
dz
(
f 3/2
dY (z)
dz
)
+QY (z)f 3/2 + µ2f = 0 . (4.13)
Separando a parte radial da parte angular na equac¸a˜o (4.12), obtemos duas equac¸o˜es
diferenciais ordina´rias
1
R
d
dr
(
∆
dR
dr
)
+
(r2 + a2)2
∆
ω2 − a2ω2 − 4Mra
∆
mω − (ma)
2
∆
−Qr2 − P = 0 ,(4.14)
1
sin θS(θ)
d
dθ
(
sin θ
dS(θ)
dθ
)
+ a2 cos2 θ − m
2
sin2 θ
+ P = 0 , (4.15)
sendo P a constante de separac¸a˜o.
No fim do processo de separac¸a˜o de varia´veis, obtemos treˆs equac¸o˜es diferenciais or-
dina´rias, com a dependeˆncia do campo na coordenada z separada da dependeˆncia nas
coordenadas xµ na 3−brana,
d
dr
(
∆
dR
dr
)
+
R
∆
[
(r2 + a2)2 − 4Mramω + (ma)2]
−R ((aω)2 +Qr2 + P ) = 0 , (4.16)
1
sin θ
d
dθ
(
sin θ
dS(θ)
dθ
)
+ S(θ)
[
(ω2 −Q)a2 cos2 θ − m
2
sin2 θ
+ P
]
= 0 , (4.17)
d
dz
(
f 3/2
dY (z)
dz
)
+QY (z)f 3/2 + µ2f = 0 . (4.18)
A equac¸a˜o radial (4.16) pode ser reescrita utiliado a coordenada tartaruga r∗
dr∗
dr
=
r2 + a2
∆
, (4.19)
e a definic¸a˜o
Ψ(r) =
√
r2 + a2R(r) , (4.20)
na forma
d2Ψ(r)
dr2∗
+Ψ(r)
[
ω2 − V (r, ω)] = 0 , (4.21)
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sendo, para o campo sem massa,
V (r, ω) =
4Mra(mω)− (ma)2 −∆((aω)2 +Qr2 + P )
(r2 + a2)2
+
∆(3r2 − 4Mr + a2)
(r2 + a2)3
− 3∆
2r2
(r2 + a2)4
. (4.22)
A soluc¸a˜o da equac¸a˜o angular (4.17) sa˜o os harmoˆnicos esferoidais oblatos SmLn (a
2c2n, cos θ)
com c2n = ω
2−Q2n. Estes harmoˆnicos , no caso a = 0, se reduzem aos harmoˆnicos esfe´ricos
e o autovalor P → PLmn se torna L(L+ 1).
No caso geral, os autovalores PLmn sa˜o determinados formalmente por uma expansa˜o
em poteˆncias de (acn) [14], tal como
Plmn =
∑
i
f lm(2i)(acn)
2i , (4.23)
onde os coeficientes da expansa˜o sa˜o func¸o˜es de L e m apenas, os dois primeiros termos
sa˜o dados por
f lm0 = l(l + 1) ,
f lm2 = h(l + 1, m)− h(l, m)− 1 ,
com
h(l, m) =
l(l −m)(l +m)
2(l − 1/2)(l + 1/2) .
A dinaˆmica do campo escalar no bulk e´ dado pela equac¸a˜o (4.18), que pode ser reescrita
na forma
d2
dz2
Y (z)− 3
z
d
dz
Y (z) + Y (z)
[
Q+
k2
z2
]
= 0 , (4.24)
com k2 = µ2l2.
Esta equac¸a˜o e´ ideˆntica a` equac¸a˜o de Bessel,
d2
dx2
W (x) +
1
x
dW (x)
dx
+W (x)
[
1− m
2
x2
]
= 0 . (4.25)
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A soluc¸a˜o para a equac¸a˜o (4.24) e´
Y (z) = z2
[
AJ√4−k2(Qz) +BY√4−k2(Qz)
]
, (4.26)
sendo A e B constantes, e
J√4−k2 = Func¸a˜o de Bessel do primeiro tipo de ordem
√
4− k2,
Y√4−k2 = Func¸a˜o de Bessel do segundo tipo de ordem
√
4− k2.
Considerando o modelo RS com duas 3−branas, as condic¸o˜es de contorno para o
campo Y (z) vem da continuidade da derivada primeira deste campo nos pontos onde se
localizam as branas, que, neste caso, se localizam em z = l(y = 0) e z = ledκ(y = d),
sendo d a distaˆncia de separac¸a˜o entre as branas. Enta˜o, denotando a derivada em relac¸a˜o
a z por Y ′, devemos ter [39]
Y ′(z)|z=l = Y ′(z)|z=ledκ = 0 . (4.27)
Calculando a derivada primeira de Y (z) temos
Y ′(z) = 2z [AJγ(Qz) +BYγ(Qz)] + z2
[
AJ ′γ(Qz) +BY ′γ(Ql)
]
, (4.28)
com γ =
√
4− k2. Em z = l teremos
Y ′(z = l) = A
[
2Jγ(Ql) + lJ ′γ(Ql)
]
+B
[
2Yγ(Ql) + lY ′γ(Ql)
]
. (4.29)
Lanc¸ando ma˜o das propriedades
xJ ′(x) = xJn−1 − nJn(x) ,
xY ′(x) = xYn−1 − nYn(x) ,
teremos
A [2Jγ(Ql) + lQJγ−1(Ql)− γJγ(Ql)] +B [2Yγ(Ql) + lQYγ−1(Ql)− γYγ(Ql)] = 0 ,
A
B
= − [(2− γ)Yγ(Ql) + lQYγ−1(Ql)]
[(2− γ)Jγ(Ql) + lQJγ−1(Ql)] (4.30)
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Em particular, se γ = 2, isto e´, para o campo escalar na˜o massivo µ2 = 0, teremos
A = −Y1(Ql)J1(Ql) , (4.31)
enta˜o
Y (z)Q = z
2B
[
−Y1(Ql)J1(Ql)J2(Qy) + Y2(Qy)
]
. (4.32)
Para o ponto onde se localiza a segunda brana, temos
Y ′(z = ledκ) = 2ledκ
[
AJγ(Qledκ) + Yγ(Qledκ)
]
+ l2e2dκ
[
AJ ′γ(Qledκ) + Y ′γ(Qledκ)
]
= 0 , (4.33)
A
[
(2− γ)Jγ(Qledκ) + lQedκJγ−1(Qledκ)
]
+B
[
(2− γ)Yγ(Qledκ) + lQedκYγ−1(Qledκ)
]
= 0 .
Isolando A, teremos
A = −B
[
(2− γ)Yγ(Qledκ) + lQedκYγ−1(Qledκ)
]
[(2− γ)Jγ(Qledκ) + lQedκJγ−1(Qledκ)] , (4.34)
Igualando (4.34) e (4.30) temos,[
(2− γ)Yγ(Qledκ) + lQedκYγ−1(Qledκ)
]
[(2− γ)Jγ(Qledκ) + lQedκJγ−1(Qledκ)] =
[(2− γ)Yγ(Ql) + lQYγ−1(Ql)]
[(2− γ)Jγ(Ql) + lQJγ−1(Ql)] . (4.35)
O autovalor Q depende das ra´ızes das func¸o˜es de Bessel, portanto ele sera´, no caso do
modelo de duas branas, discretizado, ou seja, Q→ Qn. Fazendo as substituic¸o˜es κ = 1/l,
Qne
d/l = xn/l e particularizando para o caso γ = 2, que representa o campo escalar na˜o
massivo, podemos reescrever (4.35) como
Y1(Qn)J1(xn) = Y1(xn)J1(Qnl) . (4.36)
Esta equac¸a˜o pode ser resolvida numericamente. Como o nu´mero de ra´ızes das func¸o˜es de
Bessel e´ infinito, o nu´mero de autovalores Qn, que chamaremos de modos massivos, pois
emprestam um cara´ter de campo massivo ao campo escalar com γ = 2; tambe´m sera´ in-
finito. Nos limitamos a mostrar os dez primeiros modos Qn na tabela (4.2). Substituindo
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n Qn n Qn
1 3.83171 6 19.6159
2 7.01559 7 22.7601
3 10.1735 8 25.9037
4 13.3237 9 29.0468
5 16.4706 10 32.1897
Tabela 4.1: Primeiros dez modos massivos Qn.
os valores Qn e PLmn no potencial efetivo (4.22), teremos o potencial visto por um obser-
vador confinado na 3−brana, que a este parecera´ como o potencial efetivo de um campo
escalar puramente 4−dimensional com massa. De fato, a dimensa˜o extra simula um termo
de massa para o campo escalar, o que e´ esperado, devido a massividade dos modos de
Kaluza-Klein [34].
Buracos negros em rotac¸a˜o sa˜o insta´veis a perturbac¸a˜o escalar massiva [23]. O que
ocorre e´ a formac¸a˜o de um sistema altamente explosivo, que foi chamado de buraco negro
bomba [47]. Esta instabilidade vem do fato que a massa do campo escalar age como se
fosse um espelho, e se somarmos a isso o efeito do espalhamento super-radiante, que ocorre
em buracos negros em rotac¸a˜o, teremos a amplitude da perturbac¸a˜o escalar crescendo
indefinidamente [48]. Este cena´rio e´ o que obtemos no caso de uma perturbac¸a˜o escalar na˜o
massiva no espac¸o-tempo de Kerr-RS. O ca´lculo das frequeˆncias quasi-normais para este
caso fica impossibilitada, pois este sistema na˜o nos parece fisicamente aceita´vel. Apesar
disso e´ interesante calcular os coeficientes de transmissa˜o e reflexa˜o do espalhamento do
campo escalar em Kerr-RS. Seguiremos de perto os trabalhos de Starobinski et al [25][26].
O perfil assinto´tico do termo potencial da equac¸a˜o (4.22) e´ dado por
ω2 − V → ω2 −Q2n, r∗ → +∞ , (4.37)
ω2 − V → (ω −mΩH)2 , r∗ → −∞ , (4.38)
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sendo
ΩH =
a
2Mr+
, r+ =M +
(
M2 − a2) 12 . (4.39)
Da equac¸a˜o (4.37), vemos que quando Qn e´ maior que ω
2 o potencial efetivo fica com
sinal negativo no infinito espacial tornando a perturbac¸a˜o escalar, neste regime, insta´vel.
Se nos restringirmos ao caso Qn < ω
2
qn, sendo ω
2
qn a frequeˆncia quasi-normal fundamental,
as soluc¸o˜es assinto´ticas da equac¸a˜o de onda (4.22) tem a seguinte forma,
Ψ(r∗ → −∞) → BLme−i(ω−mΩH )r∗ , (4.40)
Ψ(r∗ → +∞) → e−i(ω2−Q2n)
1
2 r∗ + ALme
i(ω2−Q2n)
1
2 r∗ . (4.41)
Esta configurac¸a˜o exprime o fato de que consideraremos apenas ondas entrando no hor-
izonte. A onda vem do infinito espacial, parcialmente atravessa a barreira de potencial
entrando no horizonte de eventos, o resto e´ refletido para o infinito.
Da constaˆncia do Wronskiano da equac¸a˜o (4.22) com as soluc¸o˜es assinto´ticas (4.40) e
(4.41), temos que
1− |ALm|2 − |BLm|2 ω −mΩH√
ω2 −Q2n
= 0 . (4.42)
Isto mostra, que da mesma forma que no caso da soluc¸a˜o de Kerr padra˜o, |ALm| > 1, ou
seja, a amplitude da onda refletida e´ maior que da onda incidente se tivermos
mΩH > ω , (4.43)
que e´ a condic¸a˜o de espalhamento super-radiante.
Podemos enta˜o, partir para o ca´lculo do coeficiente de reflexa˜o da onda. Vamos supor
que 1/ω ≫ M , isto e´, que o comprimento Compton da part´ıcula escalar seja maior que
o tamanho t´ıpico do buraco negro. Seguindo [25], dividimos o espac¸o-tempo exterior ao
horizonte de eventos em duas regio˜es, a saber, regia˜o pro´xima, r − r+ ≪ 1/ω, e regia˜o
distante, r − r+ ≫ M . Resolvendo a equac¸a˜o de onda (4.22) nestas duas regio˜es, e
igualando os resultados onde a regia˜o distante e a regia˜o pro´xima se interceptam, isto e´,
na regia˜o M ≪ r − r+ ≪ 1/ω, encontraremos o coeficiente de reflexa˜o.
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Na regia˜o pro´xima, podemos aproximar (4.22) por
∆
d
dr
(
∆
dR(r)
dr
)
+ [r4+(ω −mΩH)2 − L(L+ 1)∆]R(r) = 0 , (4.44)
cuja soluc¸a˜o geral e´ dada por [25][48]
R = Az−iχ(1− z)L+1F (a− c+ 1, b− c+ 1, 2− c, z) +Bziχ(1− z)L+1F (a, b, c, z) ,(4.45)
sendo F (a, b, c, z) e F (a− c+ 1, b− c+ 1, 2− c, z) func¸o˜es hipergeome´tricas,
χ = (ω −mΩ−H) r
2
+
r+ − r− , (4.46)
e
z =
r − r+
r − r− . (4.47)
Segundo Starobinski [25] para grandes valores de r a soluc¸a˜o acima tem a seguinte forma
assinto´tica
R ∼ AΓ(1− 2iχ)
[
(r+ − r−)−LΓ(2L+ 1)rL
Γ(L+ 1)Γ(L+ 1− 2iχ) +
(r+ − r−)L+1Γ(−2L− 1)r−L−1
Γ(−L)Γ(−L − 2iχ)
]
.(4.48)
Na regia˜o distante r − r+ ≫M a equac¸a˜o de onda possui a forma
d2
dr2
(rR) + [ω2 −Q2n −
L(L+ 1)
r2
] = 0 , (4.49)
com soluc¸a˜o geral dada pela seguinte combinac¸a˜o de func¸o˜es de Bessel
R ∼ r−1/2[aJL+1/2(
√
ω2 −Q2n) + bJ−L−1/2(
√
ω2 −Q2n)] . (4.50)
Para pequeno valores de r esta soluc¸a˜o toma forma
R ∼ a(
√
ω2 −Q2n/2)L+1/2rL
Γ(L+ 3/2)
+ b
(
√
ω2 −Q2n/2)−L−1/2r−L−1
Γ(−L+ 1/2) . (4.51)
Combinando as soluc¸o˜es da regia˜o pro´xima (4.48) e da regia˜o distante (4.51) na regia˜o
de intersecc¸a˜o M ≪ r − r+ ≫ 1/ω, obtemos o coeficiente de reflexa˜o b/a
b
a
= 2i(ω2 −Q2n)L+1/2χ
(1−)L
2L+ 1
(
L!
(2L− 1)!)
2 (r+ − r−)2L+1
(2L)!(2L+ 1)!
(k2 + 4χ2) . (4.52)
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Este coeficiente de reflexa˜o difere da fo´rmula encontrada por Starobinski [25] para o caso
da soluc¸a˜o de Kerr padra˜o pelo fator Qn que aparece no termo (ω
2 −Q2n)L+1/2. De fato,
isto na˜o e´ apenas uma frequeˆncia recalibrada pelo fato Q2n, pois o termo χ definido por
(4.46) conte´m ω. Esta influeˆncia da dimensa˜o extra, representada pelos autovalores Qn,
no espalhamento super-radiante sera´ importante apenas para o regime em que Qn e´ da
mesma ordem que ω. Estes resultados foram publicados em [49].
Cap´ıtulo 5
Conclusa˜o
Vimos que nos modelos de mundo brana propostos por Randall e Sundrum, em particular
o modelo com duas 3−branas em um bulk AdS5, ha´ a possibilidade da resoluc¸a˜o do
problema da hierarquia entre a escala gravitacional e eletrofraca. O modelo com uma
u´nica brana conte´m o modo zero de excitac¸a˜o dos gra´vitons, que e´ a gravitac¸a˜o de Newton.
Podemos considerar estes modelos como laborato´rios que nos permitem testar va´rias ide´ias
da conjectura da teoria M, e tambe´m questo˜es sobre a forma da Relatividade Geral neste
contexto.
A modelagem de buracos negros, como discutido no terceiro cap´ıtulo, e´ um problema
em aberto, e na˜o nos parece trivial. O fato da gravidade se espalhar pelo bulk, enquanto
os outros campos f´ısicos ficam confinados na 3−brana, e´ um complicador para o estudo
do colapso gravitacional de objetos astrof´ısicos. Ale´m disso, as condic¸o˜es de contorno
sa˜o complicadas de se implementar neste caso. Tambe´m na˜o e´ claro como deve ser o
limite assinto´tico do bulk, ja´ que pro´ximo ao horizonte AdS ocorrem problemas com a
continuidade do horizonte de eventos de um buraco negro [40], ale´m da instabilidade de
Gregory-Laflamme [41].
Apesar da soluc¸a˜o de corda negra em rotac¸a˜o estudada por Sengupta [45] apresentar
as mesmas limitac¸o˜es do cigarro negro de Hawking [40], estudamos a equac¸a˜o de Klein-
Gordon neste cena´rio. Mostramos que perturbac¸o˜es escalares de spin 0 sem massa no
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modelo de Kerr-Randall-Sundrum com duas branas simula a perturbac¸a˜o escalar massiva
no espac¸o-tempo de Kerr 4−dimensional. O termo massivo para o campo escalar aparece
devido unicamente a dimensa˜o extra, como foi mostrado de maneira geral por Cardoso et
al [48]. A equac¸a˜o que governa a dinaˆmica no bulk do campo escalar em Kerr-Randall-
Sundrum e´ a mesma encontrada na decomposic¸a˜o de Kaluza-Klein feita por Randall-
Sundrum [30] [31] e a encontrada para campos escalares 5−dimensionais no modelo de
Randall-Sundrum com branas de Minkowski [39]. Este termo na˜o massivo torna o espac¸o-
tempo de Kerr-RS insta´vel por perturbac¸o˜es escalares, ja´ que devido ao espalhamento
superradiante, a radiac¸a˜o espalhada para o infinito e´ refletida de volta para o buraco
negro pelo termo de massa do campo, gerando assim um buraco negro bomba.
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